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I.
Über die Elemente der Theorie der Eulerschen
Integrale.
[Inauguraldissertation, Göttingen 1852.]
Es ist bekannt, daß die Ausfühmng der indirekten Operationen
in der Analysis meist auf viel bedeutendere Schwierigkeiten stößt,
als die der direkten; aber gerade dieser scheinbar unglückliche Um-
stand hat auf die Entwicklung der Mathematik stets den günstigsten
Einfluß ausgeübt. Nicht nur, daß die Besiegung dieser Schwierig-
keiten, wenn sie möglich, immer einen eigentümlichen Reiz für den
Mathematiker darbietet, sondern auch gerade die Fälle, in welchen
dies mit den früher eingeführten Begriffen und Hilfsmitteln nicht
möglich war, haben immer der weiteren Ausbildung der Mathematik
ganz neue Felder eröffnet; 80 führen z. B. die Operationen der
Subtraktion, Division und Wurzelausziehung auf die Begriffe der
negativen, gebrochenen und imaginären Zahlen, von denen jeder das
Gebiet der Mathematik 80 außerordentlich erweitert hat. Ganz ähnlich
verhält es sich nun auch in der höheren Analysis mit dem ihr zu-
.grunde liegenden Begriff der Funktion, welcher sich anfangs nur auf
die in der Elementannathematik gelehrten Operationen (die ihnen
entsprechenden Funktionen könnte man füglieh Elementarfunktionen
nennen) und auf deren Zusammensetzung stützt. Die Differential-
rechnung, der mächtigste Hebel zur Entwicklung der Theorie der
Funktionen, findet in ihrer Ausführung keine Schwierigkeiten, d, h,
das Differentiieren der aus den Operationen der Elementarmathematik
gebildeten Funktionen führt wieder auf eben solche Funktionen.. Da-
gegen ist es der umgekehrten Rechnungsart, welche in ihrer Gesamt-
heit die Integralrechnung bildet, nur in verhältnismäßig wenigen
Fällen gelungen, dasselbe zu leisten; in den meisten ist es bisher
nicht geglückt, oder 'Vielleicht auch ganz unmöglich, die Integrale
DedekiDd, Ge8aJAmelte Werket I. 1
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gegebener Funktionen mit Hilfe eben solcher darzustellen. Aber
gerade dieser Umstand hat zu einer beträchtlichen Erweiterung des
Begriffs der Funktion geführt, indem man solchen nicht darstellbaren
Integralen neue Namen und Bezeichnungen beigelegt, und sie da-
durch in den Kreis der früheren Funktionen eingeführt hat. Bei
der Entwicklung der Theorie solcher Integralfunktionen sind nun
namentlich die Fälle von der größten Wichtigkeit, in denen sie sich
auf die bisher allein gebräuchlichen Funktionen zurückführen lassen,
indem dadurch ihr Verlauf deutlicher hervortritt, und auch oft Mittel
an die Hand gegeben werden, ihre Berechnung zu erleichtern. Die
Zusammenstellung dieser Fälle für die Eulerschen Integrale, mit
besonderer Rücksicht auf die dabei anzuwendende Methode, ist der
Hauptzweck der folgenden Abhandlung.
1.
Es· ist zuerst erforderlich, die Fundamentaleigenschaften der
Eulerschen Integrale kurz in Erinnerung zu bringen. Die Defini-
tionen dieser Funktionen liegen in den Gleichungen
1 -(1) B(a,b) = lza-1 (1 - :1:'1- 1 dz; rCp) = I:d'-l erz d:r:.
o 0
Die Integrale rechts heißen Enlersche Integrale der ersten und der
zweiten Art; die ersteren lassen sich leicht auf die letzteren zurück-
führen. Führt man nämlich in dem Doppelintegral
GD GDI Ie-(z+y)za- t !I-I dydz = T(a)r(b)
o 0
für x und y zwei neue Variabeln ,. und wein, indem man z + y
= r und z = rw setzt, woraus dydz = rdrdto folgt, 80 erhält man
- 1Je-",c+b-t d r JWO- I (! -W'f-l dw = r(a)r(b)
o 0
und d~raus znfolge der Definitionen von Bund T
(2) B(a b) = r(a)r(b)
, r(a + b}'
woraus sich zugleich ergibt, daß B(b,a) = B(a,b) eine symmetrische
Funktion von a und b ist, was man auch direkt zeigen kann, wenn
man in dem Integral B (1 - e) statt z setzt.
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Setzt man in dem Integral T TZ statt z, und nimmt r als eine
positive Konsta.nte an, so erhält man
(3)
OCI
JZfl-l e-rzdx = I:(,,)~
o
und hieraus durch nmalige partielle Differentiation in bezug auf r
die wichtige Relation
(4) r(1I + 11,) = (~+ 11, - 1)(~+ n - 2) ... (p + l)lIr(P.).
Es leuchtet ein, daß man r (It) nur für jedes p innerhalb eines
Intervalls zu berechnen braucht, welches eine Einheit umfaßt, um
daraus mit Hilfe dieser Gleichung r(p) für jedes andere", zu finden.
2.
Aus den eben entwickelten Formeln lassen sich wichtige Folge-
rungen für die Theorie der Eulerschen Integrale ziehen, namentlich
in bezug auf die Fälle, in denen sie sich ohne Hilfe neuer Funktionen
darstellen lassen. Da die der ersten Art auf die der zweiten zurück-
geführt werden können, BO beginnen wir mit der Untersuchung der
letzteren. Nun ist bekannt, daß sich bestimmte Integrale jedesmal
ermitteln lassen, wenn man die unbestimmten Integrale allgemein
darstellen kann (vgL Art. 6); die Integralrechnung lehrt aber, daß
dies bei dem Integral
fz,,-t e:» dz
nur dann möglich ist, wenn ,., eine positive ganze Zahl 11 .ist; wir
können also im voraus schließen, daß dann auch r(n) sich wird an-
geben lassen. Nun haben wir aber in der Gleichung (4) eine Re-
dnktionsformel gewonnen, welche uns lehrt, wie eine Gammafunktion
durch eine andere dargestellt werden kann, wenn ihre Argumente
um eine ganze Zahl differieren; nehmen wir also am einfachsten
fI = 1, 80 erhalten wir aus der unbestimmten Integration
00
(5) r(l) = fr e dz = l und folglichr(a)=(ft-l)(tI-2) ... 2.1.
o
Dies ist aber auch der einzige Fall, in welchem a priori einleuchtet,




stehen; es ist aber bekannt, daß das binomische Differential jedesmal
rational und folglich auch integrabel gemacht werden kann, wenn ent-
weder m + 1 oder m + 1 + p eine ganze Zahl ist, und m, 'fl, und p
1f, ft,
rational sind. Damit also das obige unbestimmte Integral darstellbar
sei, muß entweder a [oder auch b, da ja B(a,b) = B(b,a) ist] oder
a + b eine ganze Zahl sein. Der erste Fall folgt aber auch un-
mittelbar aUB den Formeln (2) und (4); denn wenn a eine ganze
Zahl mist, 80 geben diese Formeln
_ r(m)r(b) _ r(m)
B(m,b) - r(m + b) - (m- 1 + b)(m- 2 + b) ..• (1 + b)b
und folglich mit Hilfe von der Formel (5)
(6) B( b) (m-l}(m-2) 2.1
m, = (m - 1 + b)(m - 2 + b) (1 + b)b·
Ebenso erhält man, wenn f1, eine positive ganze Zahl bedeutet:
B (a "') = ('" - l)(n - 2) •.• 2. 1
, (n-l+a)(n-2+a) (1+a)a'
B( ) _ (m-l) ... 2.1.(n-l) 2.1m,n- •(m + 11 - 1 (m + ", - 2) ... 2.1
Dagegen liefert der zweite Fall, in welchem a + b eine ganze Zahl,
ohne daß a und b gleichzeitig ganze Zahlen sind, unabhängig von
den Eulerschen Integralen der zweiten Art, eine neue Klasse von
Integralen, von denen man apriori behaupten kann, daß sie sich
darstellen lassen; doch können sie alle folgendermaßen auf ein ein-
ziges zurückgeführt werden, Ist nämlich a + b eine ganze positive
Zahl (positive, weil als bekannt vorauszusetzen ist, daß die Euler-
sehen Integrale für negative Argumente stets unendlich groß aus·
Einen ähnlichen Weg können wir auch bei den Eulerschen
Integralen der ersten Art einschlagen, indem wir zunächst die Dar-
stellbarkeit des unbestimmten Integrals
J~-l(l-x)b-ldx
untersuchen; dieses gehört bekanntlich zu der Klasse der Integrale
von sogenannten binomischen Differentialen, welche unter der all-
gemeinen Form
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fallen), BO kann man immer a = m + r, b = n - r setzen, worin
m- und n positive ganze Zahlen, und r ein positiver echter Bruch
ist. Mit Benutzung der Rednktionsformel (4) findet man dann leicht
B( +
_) _ r(m+r)r(n-r)
~ r,n ,,- r(m+n)
(m-l+r)(m-2+r) ... rr(r).(n-l-r)(n-2-r) ... (1-r)r(1-r)
= (m+n-l)(m +11,-2) ... 3.2.1
oder, da aus den Gleichungen (2) und (5) r(r) r(l-r) ==: B(r, 1-r)
folgt,
(7) B(m+r, n-r) = (m-l+r) ...). (n-l-r» ~1-r) B(r, 1-r).
(m+n-l (m+n-2 2.1
Das Integral B(r, l-r), auf welches hierdurch die Integrale
B(m + '1',71,-'1')
zurückgeführt werden, ist eines der interessantesten der Integral.
rechnung und namentlich von der größten Wichtigkeit für die
Theorie der Eulerschen Integrale beider Arten, wie schon aus der
letzten Gleichung hervorgeht. So einfach aber die Form ist, in
welcher der Wert desselben dargestellt werden kann, 80 verschieden-
artig untereinander und kompliziert sind die Methoden, welche diesen
Wert kennen lehren. Mit diesem Integral sollen sich daher die
folgenden Artikel beschäftigen.
3.
Der Gleichmäßigkeit in der Bezeichnung wegen will ich b statt
r schreiben, und B(b, 1-6) = r(6) r(l- b) kurs mit B bezeichnen,
80 daß B als Funktion der einen Veränderlichen b aufgefaßt wird;
zwischen b und B besteht also folgende Gleichung:
B=Jl(_Z)b dZ= Jl(_Z )l-b d X
l-z z 1-% Z
o 0(8)
co
=J%b-l d Z =Jz-bdX
z+l 2:+1
o 0
Die heiden letzten Formen erhält man, wenn man in den beiden
ersten % für -1:I: schreibt, Wenn nun schon im vorigen Artikel 6
-:I:
auf das Intervall zwischen 0 und 1 beschränkt ist, weil sonst das
Integral B als Eulersehes Integral ein negatives Argument und da-
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mit einen unendlich großen Wert erhielte, so soll in diesem Artikel
die Notwendigkeit dieser Beschränkung unabhängig von der Theorie
der Eulersehen Integrale in aller Strenge erwiesen werden. Größerer
Allgemeinheit wegen will ich diese Untersuchung nicht unmittelbar
an das Integral B, sondern an das allgemeinere
~ ~
r_l_+~:J;_+_z_z_+_._. ._+_x_m_- _1 a/J-l d z = J1 - :J:m zb- 1d z
J1+z+xz+···+xn - 1 i-zn
o 0
anknüpfen, welches für m == 1, n = 2 in das Integral B übergeht.
Die Form rechts erfordert auch nicht einmal, daß mund n ganze
Zahlen sind; ich will daher gleich zu der Betrachtung des Integrals
(9) J l - ~tp(b) = 1 __ x" xP- 1 d e,
o
worin b, p" 11 beliebige reelle Konstanten bedeuten Bollen, übergehen.'
Zuerst wird man leicht einsehen, daß man " und l' stets positiv
annehmen darf, ohne die Allgemeinheit des Integrals zu beeinträch-
tigen, indem man statt 1 - ~ und 1 - ~ auch z1l(:r ~ - 1) und
z· (z-" - 1) schreiben kann. Zerlegt man dann q;(b) in zwei in-
tegrale von derselben Funktion, deren Grenzen bzw. 0, 1 und 1, 00
sind, und setzt in dem zweiten Integral .!.. für x, 80 erhält auch
z
dieses die Grenzen 0, 1, und beide lassen sieh in
(10)
1
f1- ZI' dz,,(6) = --(~ + zP-l'-b)-1-~;,' Z
o
zusammenziehen. Da nun nach der Voraussetzung p und 11 positiv
sind, 80 ist innerhalb der Integrationsgrenzen für :1:, d, h, wenn:e
ein 'positiver echter Bruch ist, der Quotient 1
1
- zP fortwährend eine
-z"
positive endliche zahl; denn auch für ~ = 1 erhält dieser Quotient
einen endlichen Wert, nämlich f... Bezeichnet man daher den größten
1f
und kleinsten Wert desselben mit M und N, 80 sind dies ebenfalls
endliche positive Zahlen, und es ist im ganzen Integrationaintenall
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M > 1 - xP' > N, und folglich auch, nach einem bekannten Satze
I-al' .
aus der Theorie der bestimmten Integrale
1 1
J d z J dxM (xP + X"-~-b)Z > cp (b) > N (zb + X,·-p.-b) z·
o 0
Da nun, das Integral, welches zn beiden Seiten von ,(b) mit den
Faktoren M und N vorkommt, die Werte b(v ~---;~ b)' + 00, oder
- 00 erhält, je nachdem sowohl b als l' - f' - b positiv, oder eins
von beiden 0, oder negativ ist, so folgt, daß nur im ersten Falle
fJ(b) einen endlichen, und zwar positiven, in jedem andem aber einen
unendlich großen Wert erhält; es ist daher erforderlich, daß sowohl
b als auch v - p. - b eine positive Zahl sei, was man durch die
Bedingung 11 - ", > b> 0 ausdrücken kann; hieraus geht zugleich
hervor, daß 11 >", sein muß. Wird b == 0 oder b = 11 -"" 80
wird fp (6) nicht nur unendlich groß, sondern auch unstetig, indem
rp(b) von + 00 in - 00 überspringt.
Aus der Gleichung (10) läßt sich noch eine interessante Folgerung
ziehen; setzt man nämlich 'V - ,." - b statt b, 80 erhält man un-
mittelbar
(11) 9' (11 - P -:-- b) == qJ(6),
und wenn man hierin b = 11 2" + b' setzt, in bezug auf b' diffe-
rentiierl und dann b' = 0 setzt, 80 folgt "t' 2 ") = 0, worin
,,'(b) = d:lb) ist; um zn entscheiden, ob der Wert b = 11 2"
einem Maximum oder Minimum von tp(b) entspricht, muß man das
zweite Differentialverhältnis tp"(b) bilden; da dieses durch das Integral
GD
Jl - :rJI1 _ Z' zb- 1 dx(lz)l
o
dargestellt wird, worin Jz den natürlichen Logarithmen TOD s be-
zeichnet, und folglich in dem ganzen Intemill TOD " posiÜT ist., 80
8wirdep(lI 2 tt) ein Minimum von tp(b) sein, und zwar das einzige.
Dieses Minimum wird demnach
(12)
Wenden wir das Bisherige auf unseren Fall an, in welchem fJ, = 1,
11 = 2 zn setzen ist, so ergibt sich, daß das Integral B nur dann
einen endlichen, und zwar positiven Wert besitzt, wenn b ein positiver
echter Bruch ist; ferner das B == cp(b) == rp (1 - b) ist und für





___x_,_ ~ == 2 ---- == 1t




Es sollen jetzt die hauptsächlichsten Beweise angegeben werden,
welche bisher für den Wert des Integrals B aufgestellt sind; in-
.dessen wird es genügen, kurs den Gang derselben anzudeuten, und
nur da, wo eine strengere Begründung nötig scheint, näher ins Detail
zu. gehen.
Da schon in Art. 2 gezeigt ist, daß sich der Wert des Integrals
B(m + r, n - r), von welchem B nur ein spezieller Fall ist, aus der
unbestimmten Integration ergeben muß, wenn r ein echter rationaler
Bruch ist, 80 ist es am. natürlichsten, mit dieser Methode den An-
fang zu machen. Nimmt man daher b == m an, worin m und f6
ft
positive ganze Zahlen sind, und m < n, 80 kommt es zunächst darauf
an, in dem Integral
(14)'
oe
Jxb- 1d X J~-ldX Jx-, -I, dzB= %+1 = :1:+1 =11, %"+1
000
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die unbestimmte Integration auszuführen, welche bekanntlich die
Zerlegung der unter dem Integralzeichen stehenden Funktion in
1'l
-'I
Partialbrüche erfordert. Setzt man zur Abkürzung .0- == en , worin
i === V 1 ist, 80 ist
zn + 1 = (x - 8')(x - 4)03) ••• (x - ~2k-l) ••• (x - &2n-l);
führt man danach die Zerlegung in Partialbrüche mit linearen Nennern
und die Integration jedes einzelnen Gliedes aus, 80 findet man
(15) J
xm-l dx k=n
n n = - ~ ,ß-m{2k-l) l(&2k-l - x).
X + 1 k=l
Die Summe rechts kann man auch so schreiben:




worin x&m(lk-l) = ,a.1HE(8'2mY:-l == 8'tn === 0 ist, 80
&2m - 1
daß auch
JXm-l dx k=n (&~k-l)n == - ~ &m(2k-l) l ---1xn+l k=l x
ist; hierbei ist wohl zu bemerken, daß die Summen in (15) und (16)
vollkommen gleich, nicht etwa um eine Konstante verschieden sind.
Setzt man daher in (16) x == 00 und in (15) x == 0, 80 gibt die
Differenz das bestimmte Integral B, nämlich
{
B = 1:~"8'm(21:-11 1{8'21:-1)
(17) k=l
Sii=fI 1t
= - ~ (21c _1)&-(2k-U = -.--,
1& i == 1 Bl1& bfC
womit also der Wert von B für rationale b gefunden ist. Durch
die Umformung von (15) in (16) glaube ich am kürzesten gezeigt
zu haben, daß die Summe in (15) für x = 00 verschwindet, und
hinsichtlich seiner Strenge scheint dieser Weg denen wenigstens




Ein zweiter Beweis ist der folgende, welcher, BO viel mir be-




B = + d e,
. z 1
o
welche sich aus der Formel (10) in Art. 3 ergibt, wenn man 11 = 1,
1
'11' = 2 setzt, erhält man. durch Entwicklung von x + 1 nach Potenzen
von z mit Berücksichtigung des Restes und durch Ausführung der
Integrationen für B die ngliedrige Reihe
1 2b 2b 2b 2b
(18) b + I-bb - 4-bb + 9-6b - ... +(-I)\.. _I)'_bb
nebst dem Reste
1
(- l)n-t J(xb- 1 + x- b) zn
n-b +(-1)" x+ 1 ·dx.
o
Durch ähnliche Betrachtungen, wie die in Art. 3 über die Endlich-
keit von cp (b) angestellten, läßt sich zeigen, daß dieser Rest für un-
endlich wachsende n gleich Null wird, BO daß B der unendlich
fortgesetzten Reihe (18) gleich zu setzen ist. Nimmt man aber in
der als bekannt vorausgesetzten Formel
1 2. 2uCOBecu = - + .+ usw.
u sn - uu 4,,;,,; - U'U
" = b., so findet man unmittelbar für B denselben Wert, wie im
vorigen Artikel
6.
Ein dritter Beweis ("Von Cauchy) stützt sich auf einen Satz
über die sogenannte Umkehrung der Integrationsordnung bei Doppel-
integralen Da die hierhergehörigen Betrachtungen sehr feiner Natur
sind, und sich öfters noch Unklarheiten darüber finden, so möge es
mir vergönnt sein, hier etwas weiter auszuholen, um ein sicheres
Fundament für diese Untersuchung zu gewinnen. Dazu ist aber er-
forderlich, auf die Grundlagen der Theorie der bestimmten Integrale
zurückzugehen.
Das bestimmte Integral wird meistens definiert als Differenz
zweier Werte des unbestimmten Integrals, welche zwei speziellen
11
Werten der Integrationsvariabelen entsprechen; die letztem heißen die
Grenzen des Integrals. So einfach aber diese Definition scheint, 80
wenig kann sie strengeren Anforderungen Genüge leisten, die immer
gemacht werden müssen, wenn es sich um die Festlegung einer Basis
für eine ganze Theorie handelt. Der Hauptgrund für die Verwerfung
dieser Definition liegt. vorzüglich in dem Umstande, daß sie nicht
unmittelbar auf der eigentlich gegebenen Funktion fußt, sondern als
Mittelglied noch eine andere Funktion, nämlich das unbestimmte In-
tegral voraussetzt; und dies ist ein Übelstand in mehrfacher Hin-
sicht. Einmal ist die Existenz des bestimmten Integrals nicht eher
evident, als bis die des unbestimmten nachgewiesen ist; gesetzt aber
auch, daß dies allgemein möglich wäre, 80 fragt sich andererseits,
ob nach dieser Definition das bestimmte Integral wirklich ein be-
stimmtes zu nennen ist, d, h. ob es nur von der gegebenen Funktion
und den Grenzen abhängt. Es ist schon mehrfach gezeigt, daß dies
keineswegs der Fall ist, und es sind Fälle bekannt, in welchen diese
Definition zu Zweideutigkeiten führt, welche auf diesem Wege allein
gar nicht zu heben sind. Ich hoHe nun zeigen zn können, daß das
nach dieser Definition anfgefaßte bestimmte Integral in jedem Falle
vollkommen 80 unbestimmt ist wie das sogenannte nnbestimnte Integral
Während nämlich die obige Definition schon zu Zweifeln Anlaß
gibt, wenn es nicht möglich ist, mit Hilfe der bekannten Methoden
das unbestimmte Integral darzustellen, 80 geschieht dies noch in viel
höherem Maße, wenn es mehrere, ja unendlich viele Funktionen gibt,
deren Differential die gegebene Funktion ist, Es läßt sich zwar
strenge beweisen, daß diese Funktionen nur um sogenannte Konstanten
voneinander verschieden sein können, und darauf fußt gerade die
obige Definition, indem sie stillschweigend voraussetzt, daß der kon-
stante Unterschied solcher Funktionen wirklich für alle Werte der
Veränderlichen derselbe bleibt. Aber gerade dies ist durchaus nicht
notwendig; man kann sieh hingegen denken, daß diese Konstante
in verschiedenen endlichen Intervallen der Veränderlichen :e ver-
schiedene Werte besitzt, und doch wird in jedem das Differential-
verhältnis von I(z) + 0 dieselbe Funktion (:I:) sein, Torausgese~
daß 0 seinen Wert nicht stetig mit Z l'erändert, weil dann 0 nicht
mehr eine Konstante wäre. Dies leuchtet namentlich geometriscb
ein, wenn man f(:r:) als Ordinate einer kmmmen Linie betrachW;
man kann beliebige Stücke dieser LiDie parallel der Ordinatenachse
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verschieben, ohne daß dadurch f'(x) geändert würde. Mit andern Worten,
das erste Differentialverhältnis einer Funktion gibt nicht den ge-
ringsten Aufschluß über die Stetigkeit derselben. SolcheUnstetigkeiten
lassen sich auch analytisch darstellen, namentlich mit Hilfe der F ourie r w
sehen Integrale, noch einfacher aber mit ganz elementaren Hilfsmitteln.
Bei der Zweideutigkeit, welche jeder Quadratwurzel hinsichtlich
ihres Zeichens anhaftet, ist es durchaus erforderlich, durch ein be-
stimmtes Zeichen immer nur die eine Wurzel zn bezeichnen. So ist
man auch darin übereingekommen, unter V-X stets die positive Quadrat-
wunel aus x zu verstehen. Die Notwendigkeit hiervon leuchtet
namentlich ein, wenn statt einer Wurzelgröße ein anderer Ausdruck,
z. B. die binomische Reihe gesetzt wird, welche jedenfalls immer nur
eine Wurzel ausdrückt. Dies vorausgesetzt, läßt sich leicht ein
Ausdruck bilden, welcher zwar mit z sich nicht stetig ändert, also
eine Konstante ist, aber doch in verschiedenen Intervallen verschiedene
Werte erhält. Ein solcher Ausdruck ist z. B. 0 ..I x - c ,welcher
, (x-c}l
gleich +0 oder - 0 ist, je nachdem x größer oder kleiner als c
genommen wird. Durch Differentiation findet man natürlich
d(Otl x-c ) V(x-c)2-(x-e)tl x-c
,~-~ 0 r~-~~-d-x~ == (x _ C)2 = 0
und folglich ist auch
-!(/(X)+O~~) = df(x) = I'(x).
dz Y(X-C)i dx
Wollte man daher die obige Definition des bestimmten Integrals zur
Anwendung bringen, so müßte man aus dem unbestimmten Integral
Jf(x)dx = /(x) +0 1'(:=:)2
das bestimmte Integral
b
f / (X)dX = f (b) - / (G) + O b-c -0 a-cV(6 - c)' Y(a - c)'
(J
erhalten; nimmt man hierin a < c < b, 80 ist die Summe der beiden
letzten Glieder gleich 20, so daß das bestimmte Integral noch eine
völlig willkürliche Konstante enthält.
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Hiermit ist wohl das Ungenügende dieser Definition des un-
bestimmten Integrals dargetan, und wir wenden uns nun zu einer
anderen, welche direkt von den gegebenen Größen ausgeht; nach ihr
ist nämlich das bestimmte Integral als die Summe aller der unendlich
kleinen Warte des gegebenen Differentials aufzufassen, wenn man der
Veränderlichen x stetig alle Werte beilegt, welche zwischen den ge..
gebenen Grenzen des Integrals liegen. Diese Definition läßt wenig-
stens keine anderen Zweideutigkeiten zu, als solche, welche schon in
der Natur der gegebenen Funktion liegen. Es läßt sich ferner zeigen,
daß sie mit der ersteren stets identisch ist, sobald nur das un-
bestimmte Integral so gewählt ist, daß es innerhalb des Integrations-
intervalls keine Unstetigkeit enthält; denn dann ist die Summe, welche
nach der zweiten Definition das Integral bildet, gerade die Summe
aller der unendlich kleinen Inkremente, welche das unbestimmte in-
tegral f(x) erhält, wenn x das Intervall von abis b stetig durch-
läuft. Ist aber f(x) an irgend einer Stelle o zwischen a nnd b un-
stetig, 80 kann man sich eine stetige Funktion ft(x) substituiert
denken, deren Differential ebenfalls f'(x)dx ist. Dann ist das be-
stimmte Integral = II(b) - ft(a), und diese Differenz unterscheidet
sich von leb) - f(a) nur um den Betrag des Sprunges, welchen f(x)
an der Stelle x == c macht, und es wird daher
bIf'(x)dx == 1(6) - j(a) + Iim (f(c-d) - I(c + E»)
o
werden, worin 6 und E unendlich kleine, mit (6 - a) gleichstimmige
Größen bedeuten; und statt dieser Gleichung kann man auch die
folgende schreiben:
b c-I bJf(z)dx = tim (J f(x)dz +If(x)dz),
o a c+.
7.
Die eben angestellten Betrachtungen sind vormglich wichtig bei
solchen bestimmten Integralen, die noch eine andere Veränderliche





worin E eine Ton z unabhängige Veränderliche bedeutet. Es kann
nämlich der Fall eintreten, daß das unbestimmte Integral, wenn es
im allgemeinen auch für alle Werte von x stetig ist, doch diese
Eigenschaft verliert, wenn man der Veränderlichen Eeinen bestimmten
Wert beilegt. Dies ist namentlich dann zu berücksichtigen, wenn
das bestimmte Integral, a18 Funktion von i angesehen, .einer zweiten
Integration in bezug auf E unterworfen wird, und zwar zwischen
Grenzen, innerhalb deren auch der spezielle Wart von I liegt, welcher.
das in bezug auf x genommene unbestimmte Integral unstetig macht
Sind ce, fJ diese Grenzen, e und i' die Werte von :l: und ~, für welche
das Integral in bezug auf x unstetig wird, so muß man zufolge des
vorigen Artikels
. (I b P C-E fl b
(19) Jd~Jf(x,l)dx = lim JdlJI(x, l) d e +Jd~Jf (x,l) dx
a Q. a a CI C+l!
setzen; denn man muß erst die Integration in bezug auf z so aus-
führen, daß sie für alle Werte von E, welche bei der zweiten In-
tegration in Betracht kommen, giiltig bleibt. Ich habe diese Formel
angeführt, um dadurch der unrichtigen Auffassung eines Satzes zu
begegnen, der sich auf die Umkehrung der Integrationsordnung bei
Doppelintegralen bezieht" In einem solchen Doppelintegral kann man
nämlich die Ordnung vertauschen, also
~ b b ß
(20) fdEff(x,~) dx === JdxJf(x,~) dx
a: a a a
setzen, wenn !(x,E) ffu· alle Werte von x und E innerhalb der In-
tegration endlich und stetig bleibt; wird aber I (z, I) für x = e,
E= r unstetig, so kann man noch immer
fd~jl(~,~)~x+(d~ jf(x,l)dx = jd~ fl(X, l) dl +fd e ~(x,~)d~
.. a (I c+. a« e+. CI
setzen; bezeichnet man die unbestimmten Integrale in bezug auf :c
und ~ bzw. mit F (x,~) und tp(~,i) und setzt diese als stetig zwi-
schen den Grenzen der einzelnen Integrale voraus, 80 geht die letzte
Gleichung in
~ p
srF(b,~)-F(a,~)]dl- f[F(c + E,i)-F(c-E,~)]dta _
t-. b




== J[q> (x, tJ) - 9' (z, ,,)]d x
a
über; und wenn man hierin E Null werden läßt, 80 erhält man
~ p.J[F(b, E) - F(a, ,)] di -lim J[F (e + e,E) - F (e - E,~)] d;
" a(21)
Diese Formel wird meistens so aufgefaßt, als gäbe das zweite Glied
auf der linken Seite den Unterschied zwischen den beiden Doppel-
integralen in (20) an; aus dem im. Anfang dieses Artikels Gesagten
erhellt aber, daß dies nicht richtig ist, indem erst beide Glieder der
linken zusammengenommen das auf der linken Seite in (20) stehende
Doppetintegral darstellen. Doch wird hierdurch die Richtigkeit der
Gleichung, (21) nicht beeinträchtigt, und diese ist es gerade, auf
welche sich der von Cauchy gegebene Beweis stützt. Nimmt man
nämlich
f(z,l) = ;'f'(x + Ei)
an, worin • = V- 1 und f'(z) = d~~) ist, so wird
F(x,f) = if(x + ~I). und fJJ(z,E) = f(z + ~,j
und die Gleichung (21) geht in die folgende über:
i f[J(b + ~,}- f(a + ~')]d~
•




I(z) = Fez) .,
%-0-7'
Führt man in dem zweiten Gliede links eine neue Variabeie 'I durch
die Gleichung E= " + 6'1 ein, worin der Annahme nach tI < f < ~
ist, und setzt
(23)
80 findet man leicht
,




Aus den eben entwickelten Formeln hat nun Cauchy den Wert
des Integrals B abgeleitet, aber auf eine Weise, welche in einzelnen
Punkten einer strengeren Begründung sehr bedürftig erscheint. Sie
besteht in folgendem: Wenn die Funktion f(z) so beschaffen ist, daß
für jeden Wert von' f(± 00 +Ei) == 0 und für jeden Wert von
x I(z + 00 i) = 0 ist, so folgt aus den Gleichungen (22), (23) und
(24), wenn man (,C = 0, fJ = 00, a = - 00, b = 00 setzt,
(25)
+00Jf(x)dx = 211:i:l'(c + "t),
worin nun " zufolge der Bedingung a < "< fJ notwendig positiv
sein muß. Setzt man jetzt f(z) = (~:~";l, worin p eine zwischeu
o und 2 liegende Zahl ist (unmotiviert), 80 sind die Bedingungen
f(+ 00 + Ei) == 0 und f(z + 00 tJ = 0 erfüllt; die Werte von x
und E, welche f(z + fi) unendlich machen, sind e = 0, " == 1; es
ist daher
(-Zi)"-l 1
F(z) = (z - i) · F(c + ",) = F("j = 2 tiZZ + 1 ' •
und folglich
(26)
+ocj (-x'l~-l _xx+ 1 dz - n.
-00
Zerlegt man dies Integral in zwei andere, deren Grenzen 0, 00 und
- 00, 0 sind, und setzt in dem zweiten (- x) statt x, 80 findet man
ClID
Jx.u - 1 d X n 7C ,,;XX+l=(+i)~-l+(-i)"-l= ,,; .'
o 2C08(p,-1)2 281nl&"2
und hierin braucht man bloß z statt ZX, und ", = 26 (wo b
zwischen 0 und 1 liegt, wenn 0 < 11 < 2 ist) zn setzen, um die
Gleichung (17) wieder zu erhalten.
Hierin scheint mir namentlich die Ableitung der Gleichung (25)
nicht ganz streng zu sein; denn wenn auch die Bedingungen
/(+ 00 + EI) = 0, I(z + 00 I) === 0 für jedes zwischen 0 und 2
liegende p, erfüllt sind (eigentlich ist dazu nur erforderlich, daß
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,." < 3 ist, so daß p, auch negativ sein kann), so ist doch bekannt,
daß das Verschwinden der Funktion unter dem Integralzeichen das
des Integrals nicht immer zur Folge hat, namentlich dann, wenn die
eine Grenze unendlich groß ist. Ich will daher versuchen, durch die
folgende Darstellung diese Zweifel zu heben und zugleich zu beweisen,
daß I' zwischen den Grenzen 0 Und 2 liegen muß.
Setzt man in der Gleichung (22) tX = 0, b = fJ == - a = 1:,
so geht sie mit Berücksichtigung der Gleichung (24) in folgende über
k .
i J[f(lc + Ei) - f(- Tc + ii)]d~ - 2,,;iF(c + "i)
o
+ k +k
=== f fex + ki) dz - Jj(x)dx,
-k -I
und wenn man in dem ersten Integral E= k'l' im zweiten z = iy
setzt:
:I
i j[f(k(l + 1]1) -j(-k(l- 'lt)]kd'l- 2xiF(c + yi)
+1 +1
= ff(k(y + ,))kdy - Jf(x)dz.
-1 -Tc
Wenn nun bei unendlichem Wachsen von k die Funktionen unter
den Integralzeichen verschwinden, und zwar für jeden Wert der
Variabelen, so werden die Integrale selbst gleich Null. Nun ist für
unseren Fall
. _ b'(l + fJ'l~-l
kj(k(l + 1/t) = (-t)" 1 kk(l + "li)' + 1
und ähnlich die anderen Funktionen; damit diese Ausdrücke bei dem
unendlichen Wachsen von k verschwinden, ist erforderlich, daß ,,< 2
sei, wodurch aber nicht ausgeschlossen ist, daß ", auch negativ sein
kann. Jedenfalls erhält man unter dieser Annahme die Gleichung (25)-
Aus dem Gange des Beweises im vorigen Artikel leuchtet aber ein,
daß, 'Wenn es mehrere Paare von Werten, wie e und 'Y gibt, für welche
!(z,E) unendlich wird, in Gleichung (25) die Summe der ihnen ent-
sprechenden Ausdrücke zu nehmen ist (nur mit der Bemerkung, .daß,
wenn " = (I ist, in Gleichung (24) .iF(c + "i) statt 2"i.1'(c+1t>
gesetzt werden muß). In unserem Falle ist aber /(%,1) = if(:e+,i)
und nach der obigen Spezialisienmg von f(z):
1'(") - (- *)1&-1 (p - 3)z«+ (IJ -l)zI&-1,., -. (~Z+ 1)' ,
»•••khul j o.amm.eüe Werke, I. 2
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und hierin sind die komplexen Werte von z aufzusuchen, welche
diese Funktion unendlich machen; die ersten erhält man aus der
Gleichung zz + 1 = 0, woraus die beiden Systeme (0 = 0, " == 1)
und (c = 0, ,,= - 1) folgen, deren erstes oben schon behandelt
ist; das zweite muß aber ausgeschlossen werden, weil dies " der
Bedingung tX < r < fJ nicht entspricht. Wenn aber, wie eben ge-
zeigt ist, ", < 2 sein muß, so ist auch (0 = 0, " = 0) ein solches
System, und wir hätten demnach noch die Korrektion .iF(O) an-
zubringen, worin F (z) = (z - c - "i) /(z), also in diesem Falle
zPF(z) = (_t)P-l_-
zz+ 1
ist; für z == 0 wird F(z) nun entweder unendlich groß oder Null,
je nachdem " negativ oder positiv ist. Soll daher der Wert des
Integrals in (25) endlich sein, 80 müssen wir das letztere annehmen,
und dann ist in (26) eine Korrektion nicht mehr hinzuzuftigen, da
F (0) = 0 wird. Durch diese Betrachtung ist daher die Gültigkeit
der Gleichung (26), aus welcher unmittelbar der Wert des Int~gralB B
folgt, auf die Bedingung 0 < p, < 2 oder 0 < b < 1 beschränkt.
9.
Ein von den bisher angeführten wesentlich verschiedener Beweis
ist endlich noch in der Abhandlung "Disquisitiones generales circa
seriem infinitam etc. Auctore C. F. Ganss" enthalten. Die ganze
Anlage derselben macht es aber unmöglich, diesen Beweis hier dar...
zustellen, indem die Grundlagen, auf welche er sich stützt, mit einem
Schlage eine vollständige Theorie der Enlerschen Integrale ergeben,
deshalb aber auch zn bedeutend sind, um hier bloß zu diesem ein-
zigen Zwecke entwickelt zu werden.
Zu diesen will ich nun noch einen, so viel mir bekannt ist,
neuen Beweis hinzufügen, der eben nicht viel Zurüstungen erfordert
und sich stets in dem Gebiete der Integralrechnung hält, wenn auch
die Methode nicht ehen neu ist, die darauf hinaus läuft, die Auf..
gabe auf die Integration einer Differentialgleichung zweiter Ordnung
zurückzuführen. Setzt man in der Gleichung
0Cl GD GO IXI
BB == Jzb-1dx r1/-1dy = J~J(X1/Y'-1 d
x+l J y+l x+l y+l 1/
o 0 0 0
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11 = .:.., d1l = dZ, kehrt dann die Integrationsordnung um, und
x z
führt die Integration in bezug auf x aus, BO findet man leicht
(27)
00 ao




Durch unbestimmte Integration in bezug auf b erhält man daher
(XI
JB B d b = jZb- l dzz-1 '
o
worin das Integral rechts sich bloß durch die Form. des Nenners von
dem Integral B unterscheidet; und es ist leicht vorauszusehen, daß
man das Integral B wiedererhält, wenn man das eben gewonnene
derselben Behandlung unterwirft. In der Tat findet man
00 OQ
B JBB db == r~ i(Z1l';-1 dy,Jz-l. y+l
o 0
x dx
und wenn man y == -, d y === - setzt, dann zufolge Art. 6 und 7
z z
das in bezug auf z genommene Integral in zwei Integrale zerlegt,
deren Grenzen 0, 1 - 6 und 1 + E, 00 sind, die Integrationsordnung
umkehrt, und die Integration in bezug auf z ausführt, so erhält man
GO ClCI
B JBB db = Jz!1- 1 I z dx + lim Jzb- 1 dz z(!).
z+l x+l E
o «)
Hierin ist nun zwar lim l (~) unbestimmt, jedenfalls aber unabhängig
von z und b, und mag mit J; bezeichnet werden. Dann gibt die
letzte Gleichung
J dBB BBdb = d1i+kB
oder, wenn man bedenkt, daß in dem Integral links doch schon eine
willkürliche Konstante enthalten ist,
J dBBBBdb = db'
2*
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woraus man durch Division mit B und Differentiation in bezug auf
b die Differentialgleichung zweiter Ordnung
1 ddB 1 (dB)t
BB == B dbs - BB d b
erhält, welche die Eigentümlichkeit besitzt, daß die unabhängige
Variabeie b nicht vorkommt, und sich deshalb bekanntlich auf eine
Ditierentialgleichung erster Ordnung zurückführen läßt, wenn man
das erste Differentialverhältnis als neue Variabele einführt. Be-




dbs === db =~,
und führen wir diese Transformationen in die obige Differential-
gleichung ein, so geht diese in
B'dß' B'B'
BB = BdB- BB
oder in
_ BBd(B'B') - B'B'd(BB) _ B'B'
d(BB) - (BB)I - d BB
über, deren Integral
B' B' 1 (dB 9
BB = ee+ BB = ee+ BB d7i)
ist. Zu der Bestimmung der Konstanten ist nun die Kenntnis zweier
Eigenschaften des Integrals erforderlich; diese nehmen wir aus Art 3,
wo gezeigt ist, das B für b = l ein Minimum = n erreicht; da
1 · hzeiti d B - d, · hgiere 1 19 db = 0 WIr so ergibt 8lC unmittelbar ce = ••.
Man erhält dann weiter
-d.!
+db= dB _! B
Bl'(BB -~x) - 11 Y(l- ;;)'
folglich durch Integration
1. 11+ (6 + e) = -arcCOB B , B = ·
- ~ C08(b +c)s
Da B für b == I den Wen n erhält, 80 muß
C08(j+c)s = - Bin Os = 1, C08 es = 0
21 -
sein; folglich ist
cos(b + cl,,; = C08 bn C08 c,,;- Bin b7t Bin C1t == Bin bn,
wodurch man wieder B ==~b findet.
BIn 1C
10.
Weil der im vorigen Artikel gegebene Beweis den Anforderungen
der größten Sb-enge doch noch nicht Genüge leistet, namentlich -in-
ac
sofern das Integral Jx b - 1 d x darin eine Rolle spielt, so ist es wohl
z-l
.. 0
nicht unangemessen, hier eine solche Modifikation noch folgen zu
lassen, in welcher die unbestimmte Integration in bezug auf b ganz
vermieden wird. Da die Gleichung (28) sich auch so schreiben läßt
J dlBBBdb = db'
80 läßt sich vermuten, daß eine Entwicklung des rechts stehenden
Ausdrucks ebenfalls zum Ziele führt. Da B = r(b) r(l - b) ist,
80 reicht es hin, ein Integral für dlr(p.) zo. finden, was sich be-
. d",





Setzt man hierin für I~ das Integral
GD
Jr ll - 8-·:1:Ix = dz,z
o
1
Ieh J 1 In ....we e es sieh aus dem Integral 1/2:-1 dll =z durch tegration m
o
bezu.g auf z zwischen den Grenzen 1 und e, und durch Substitution
von e:» für 11 ergibt, 80 findet man durch Umkehrung der Integrati0D8-
ordnung und mit Hilfe Ton Gleichung (3) sehr leicht
-dlr(p) -Jd~(r.- 1 )_




Setzt man hierin b und (1 - b) für p" 80 ergibt sich
-dlB rdz (1 1)
"db == Jz (z + l)l-b - (z + 1)" ,
o
und wenn man hierin z = x - 1 oder z = 1:.. - 1 setzt:
z
~ 1
dlB = rfib - Zl-b dz = J:ib - X1 - b dz




2 dlB =J 3f1 - X 1 - b dx.
db x-I x
o
Vergleicht man dies mit Gleichung (27), so ergibt sich augenblicklich
b b
2d~: = JBBdB = 2 JBBdb,
I-b 1
i
indem ja zufolge Art. 3 B für b = i- + b' und b == l- b' dieselben
Werte erhält; durch Differentiation dieser Gleichung in bezug auf b
erhält man wieder die im vorigen Artikel behandelte Differential-
gleichung-
11.





B(r, 1-,.) = + 1 = -.~-,
x 8111, r.
o
worin r einen positiven echten Bruch bezeichnet, außer Zweifel ge-
setzt ist, ergibt sich unmittelbar aus Art. 2, daß die Enlerschen
Integrale der ersten Art, deren beide Argumente eine ganze positive
Zahl zur Summe haben, sich wirklich darstellen lassen; man findet
{
B~+~n-~
(30) == (m+r-l) ... (1+r)r.(n-l-") ...(2-")(1-r)~.




Man kann hiervon auch noch einen wichtigen Rückschluß auf die
Eulerschen Integrale der ersten Art machen; setzt man nämlich
m == 0, n = .1, '1 == i, so findet man
rG) = fe-z~~ = 2 Je-udx = V;
o 0
und folglich nach Gleichung (4):
( 1) V~r n+ 2 =(2n-l)(2n-3) ... 5.a.12"i'0
12.
Nachdem in Artt. 2 und 11 die Fälle zusammengestellt sind, in
welchen die Eulerschen Integrale beider Arten ohne Hilfe neuer
Funktionen dargestellt werden können, will ich zum Schluß noch
einmal zn dem Integral B zurückkehren, um noch einige Beziehungen
desselben zn anderen Integralen zu entwickeln. Unter den ver-
schiedenen Formen, in welchen es auftritt, sind die beiden folgenden
• •+~ I i
Je(2b-l)z + e-(2b-l)Z J Jez + e- Z dz und 2 (tgrp)2b-l drp == 2 (tg cp)l-tb dtp
-~ 0 0
ganz interessant; wichtiger sind aber die Verallgemeinerungen des-
selben durch Einführung neuer Konstanten. Dahin gehört das Integral
(33)
ee
J.zb-l dz _ n-Cb- 1z + C - M"" b1t'
o
worin e positiv sein muß; doch läßt sich nachträglich beweisen, daß
c auch imaginär sein darf; multipliziert man nämlich Zähler und
Nenner der Funktion Zb+-~ mit (x + i), 80 zerfällt das entsprechende
Z I
Integral in zwei andere, welche sich durch die Substitution z z = y
auf das Integral B reduzieren lassen, und so findet man die Gültig-
keit der Gleichung (33) für imaginäre e, Durch Differentiation und
Integration in bezug auf e kann man dann wieder eine Reihe TOD
anderen Integralen ableiten.
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Sind Cl' 0" ••• ,0" voneinander versehiedene positive oder imaginäre
Konstanten, ferner 0 < b < n und
( )() ( ) f' ( ) - df(x)I :c) = (z + Cl X + Cs ..• z + eR , Z - d % '
80 findet man auch
(34r)
indem man f~) in Partialbrüche zerlegt, worin fJ die größte in b
enthaltene ganze Zahl bedeutet.
Ein Vorzug des in Art. 10 gegebenen Beweises besteht auch
noch darin, daß er unmittelbar eine verwandte Klasse von Integralen
bestimmen lehrt. Ans den Gleichungen (27) und (29) folgt nämlich
unmittelbar
00 I





J:rfJ - :ib dz--- - = "(cota~ - cotbn)I-x z '
o
und hie~U8 ergiebt sieh auch das in Art. 3 mit fJJ (b) bezeichnete
Integral
und das Minimum desselben
- 25 -
Die meisten der hierher gehörigen Integrale finden sich in der
im Auftrage des preußischen Ministeriums von Minding heraus...
gegebenen "Sammlung von Integraltafeln" (Berlin 1849), im Anfang
der vierten Abteilung. Vielleicht ist hier der Ort, um einige Fehler,
welche sich daselbst finden, anzuzeigen und zu verbessern. Durch
Zerlegung von ( )1( ) in Partialbrüche und Anwendung der
z-l z + c
Formeln dieses Artikels findet man leicht
00
J :ea - 1 d z _ _n_ (ca - C08 an _ ZC)(z - 1) (z + e) - e + 1 Binan n'
o
und diese Gleichung gilt für positive und negative echt gebrochene a,
Wovon man sich leicht überzeugt, wenn man ..!.. und ..!.. statt ~ und c
z c
schreibt. Differentiiert man in bezug auf a und setzt dann a = 0,
so erhält man eine Reihe von Integralen, welche in jenen Tafeln
unrichtig angegeben Bind. Um die lästigen Differentiationen mög-
lichst zu erleichtern, kann man folgenden Kunstgriff anwenden.
Setzt man
lc +c + 1 j"" XO-l dz _ CO-(;()8 IJ:IC _ J dRJ = j,
• 1& (X-l)(z+c) - Binas - , dfJ'l
o
80 erhält man für a = 0
J (lz)"dz = .z., jo.(z-l)(z+c) c+l
o
Man findet aber leicht
11-1 ..
... + nJs" (a+ I). +J" as
= dR(Jd: G:IC) = tfJ(lc'f _ "'OO8(a + :)..
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und für a = 0 erhält man Relmrsionsformeln für die J 0 mit ge-
raden und die mit ungeraden Indizes, So findet man
00
r Zzdz (ZcY+s#
J (z - l)(x + c) 2 (e + 1) ,
o
CIDr (lx)' dx _ ZC«ZC)I + :lJz)
J (x - l)(z + e) - 3 (e + 1) ,
o
GO
J (ZX)8 dx _ «10)1 + ss)'J(x-l)(x+c)- 4(C+l) ,
o
ee
f (lx)' dx _ lC«ZC)i + :n:n)(3(Zc)' + 7 sn)(x-l)(x + e) - 5(c + 1)-3 '
o
CIQ
J (lX)6 dx _ «lC)2 + n n)i «lc)'J + 3n~(x-l)(x+c)- 6(c+l) ,
o
während in jenen Tafeln statt der Divisoren 2, 3, 4, 5, 6 die Di-
visoren 1 -2, 1· 2 - 3, 1· 2 · 3 · 4, 1· 2 · 3 · 4 -5, 1· 2 · 3 · 4 · 5 · 6 an-
gegeben sind,
IL
Über ein Eu1e r sches Integral.
[Journal für reine und angewandte Mathematik, Bd.45, S.370-374 (1853)].
Die von Gauß und Legendre in die Analysis eingeführten
Funktionen 1I und r stehen bekanntlich in dem Zusammenhange, daß
r(a) mit II(a - 1) identisch ist, so lange a einen positiven Wert
hat; für negative a ist r(a) stets unendlich groß, während H(o-I)
eine bestimmte Funktion bleibt und nur dann unendlich und unstetig
wird, wenn a einen der Werte 0, - 1, - 2 usw. erhält. Die
Funktion II wird als unendliches Produkt, r als bestimmtes Integral
definiert, Unstreitig ist die erstere Definition umfassender und ge-
währt eine tiefere Einsicht in das wahre WeBen dieser Funktionen;
indessen ist es für die Integralrechnung wichtig, ohne Hilfe jener
Entwicklungen in unendliche Produkte und Reihen, selbständig eine
Theorie dieser Funktionen aufzustellen. Dies ist auch in der Tat
nach und nach vollständig gelungen, seitdem namentlich Dirichlet
(im 15. Bande dieses Journals) das beriihmte Multiplikationstheorem
von Gauß so elegant bewiesen hat. In dieser Abhandlung wird
auch der Lehrsatz
co
J~-1 dx :zrII(a - 1) · II( - a) = z + 1 = &in an
o
angewendet, für welchen sehr verschiedene Beweise von verschiedenen
Mathematikern gegeben sind, die aber fast alle ihren Weg über Ent-
wicklungen in unendliche Reihen nehmen. In meiner, Ostern 1852
gedruckten Inaugural-Dissertation (Über die Elemente der Theorie
der Eulerschen Integrale) sind die hauptsächlichsten zusammen..
gestellt; auch habe ich schon dort einen neuen Weg hinzugefügt,
welcher sich ganz im Gebiet der bestimmten Integrale hält, dem ich
aber eine vollkommene Strenge nur dadurch zu verleihen vermochte,
daß ich die Entstehung dieses Integrals aus der Multiplikation von
.. dlog lI(a)II(a - 1) und II(- a), und den Ausdmck für da als be-
kannt voraussetzte. Im folgenden soll nun ein, zwar auf ganz der-
selben Idee beruhender, aber TOD anderen Theorien.ganz unabhängiger
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Beweis gegeben werden, der nur die allgemeinsten Sätze über die
bestimmten Integrale zn Hilfe nimmt,
Zuerst muß an einen Hilfssatz erinnert werden, der nachher
einige Male gebraucht wird. Es ist bekanntlich
f dw log(;:t~·)
J(t.CtD + IJ)(a' tD + 111 = a, fJ' - G' fJ '
wo die Logarithmen hyperbolische sind. Sind nun .!!.. und P: posi-
" a
tive Größen, 80 folgt hieraus
tt,ß'
J"" dw log~, (aw + /l)(a' w + tJ') - tXß' - G' fJ
o -




J aw - log (a{j') -log(<<,' fJ).(tXW + !J)(a'w + {j) - rt;ß' - (1,' fJ '
o
und diese Gleichung gilt selbst für den Fall, in welchem ; = ~
ist, wenn man den unter die Form ~ tretenden Wert nach den
Regeln der Differentialrechnung behandelt.
Gehen wir nun zu dem eigentlichen Gegenstande über, so ist
erstens leicht zu sehen, daß das gegebene Integral
(2)
co
Jxa-l d,z~- = A = cp(a)z+1
o
nur dann einen endlichen, und zwar positiven Wen hat, wenn a ein
positiver echter Bruch ist. Zerlegt man nämlich das Integral in
zwei andere mit den Grenzen 0, 1 und 1, 00, und schreibt im letzteren
1








Da nun im ganzen Intervall der Integration" ~1- zwischen den
x+l
Grenzen 1 und l liegt, so liegt auch .A. zwischen den Grenzen
1 1J{XO- t + z-a)d,z und IJ (XO- 1 + x-a)dx.
o 0
80 erreicht tp (a)
Dieses Integral hat aber nur dann einen endlichen und positiven
Wert, = a(1~ a)' wenn a ein positiver echter Bruch ist. Dieselbe
Bedingung ist daher auch für die Endlichkeit des Integrals -A nötig.
Ferner ergibt sich unmittelbar aus der Gleichung (3) der Satz
rp(a) = «}>(1 - a).
Gleichung in bezog auf a und setzt dann
(4)
Differentüert man diese
a = ~, 80 findet man
(5) cp' (i) == o.
Da ferner, wie leicht zu sehen, rp"(I) positiv ist,
für a = I einen Minimumwert
(6) (1) Joox-idx Jcm d(VX)rp "2 = x+l = 2 1+(l'Z)s = n.
o 0
Bezeichnet tD eine positive Größe, so erhält man, wenn man in










und wenn man - statt w setzt,
tD
(8) -Jxa-l az~--= AtD-O.ZtD + 1
o
Multipliziert man die Gleichung (7) mit tDd; l' integriert in
bezug auf tD zwischen den Grenzen 0 und 00 und bedenkt, daß ZIl-
folge des HiHssatzes (1)
CD
J dtD log Z(tD + l)(w + z) = :t -1
o
- so -
ist, 80 erhält man
ao
AA = (z4- 1 d x log x.J x-1
o
Integriert man jetzt in bezug auf a zwischen den Grenzen (1 - a)
und (I, 80 erhält man
«~ ~
J I :r,a~1 - x-a fWO-I - w-aAAda = 1 d,x = dw.z- w-l
1-0 0 0
Subtrahiert man die Gleichung (8) von (7), so findet man leicht:
oe
A.uP- I - w- a _ J XCI-I (:.: - 1) dx
w-l - (xw+l)(w+x) ,
o
und wenn man zwischen den Grenzen tD = 0 und w = 00 integriert
und erwägt, daß
00
J aw 2 log x(xw + l)(w + x) == xx - 1
o
ist, so folgt unmittelbar:
a OCI ce
A JAAd == A JUJCI-t - w- a d = 2 JXCI-I axlog
a w-l W x + 1 x.
I-a 0 0
Zufolge der Eigenschaft von A, daß A = cp (a) = fJJ (1 - a)
ist, ergibt sich aber
Ferner ist
a a
JAAda = 2 JAAda.
a-l 1
i
und so erhält man endlich die Gleichung
a





aus welcher sich durch Division mit A und Differentiation in bezug
auf a die folgende ableiten läßt:
AA = ~ tldA __l_(clA)'.
A da' AA da
Da in derselben die unabhängige Variable a nicht vorkommt,
so führe man ~~ = A' als neue Variable ein. Dies gibt
A' dA' A'A' AA· A' dA' -A'A'·A. dA
.dA = A dA - AA' A dA == A'
oder "AA.d(A'A')-A'A'.d(AA)
d(AA) = (AA)lI ,
und das Integral dieser Gleichung ist offenbar
A'A' 1 (dA i
AA = Oonst; + AA = CO'fl,8t. +AA da)·
Um die Konstante zu bestimmen, setze man a == }, wofür nach
Gleichung (5) und (6) ~~ = 0 und A = n ist; daraus folgt nn
als Wert der Konstante und
da= + dA =+~ d(~) .
- A}'(AA-nn) n y(1- ~~)
Bezeichnet man mit c eine Konstante, 80 ergibt sich
1 s n
a+c = +-arcCOB .. ' A = (+).
-" ..t1 CO/Ja es
Um die Konstante c zn finden, setze man wieder a = j, woraus
1 = C08 <i- + es) = - Bines, C08 es == 0
cos(a +c)" = Bi"a,,;
folgt. Man erhält daher
~A =-.--,
AB Oft
was zu beweisen war. Außerdem ergeben sich aus diesem Beweise
sehr leicht noch mehrere verwandte Integmle, was ich hier nicht
weiter ausfiihre.
Braunschweig, im September 1852.
ID.
Ein Satz aus der Theorie der dreiachsigen
Koordinatensysteme.
[Journal für reine und angewandte Mathematik, Bd.50t S. 272-275 (1855)].
Wenn die Winkel YOZ, ZOX, XOY eines dreiachsigen Koordi-
natensystems durch G, b, e bezeichnet werden, 80 wird der konkave
Winkel w zwischen zwei beliebigen Richtungen 0 AI und O.M' durch
folgende Gleichung bestimmt:
I«a' 8in aS+ f3 frBinbs+"r' rinc'+ (/J,,'+"ß')(C08 bcosC-C08G)(1) + (,.,a'+ar')(COBccosa - co8h)+ (aq3'+ ßa')(C08aC08b-COBC)= DC08W,
in welcher u, (J, " die Kosinus der konkaven Winkel MOX, MO Y,
MOZ, ebenso a', {r,,,' die Kosinus der konkaven Winkel M'OX,
M'OY, M'OZ sind, und D folgende Bedeutung hat:
(2) D == 1 - cosal - cosbl - COStr + 2 COSG cosb cos e.
Dieser bekannte Satz schließt den anderen ein, daß drei solche'
Richtungskosinus, wie a, (J, ']', stets der Bedingung
(3) {accBina2+{J{jB'inb2+rrBinc'J+2ßr(008bC08C-COBa)
+ 2 ya(coac COBa - C08 b)+ 2 a fJ (cosa C08 b - C08C) = D
Genüge leisten müssen.
Ist das Koordinatensystem rechtwinklig, so gehen die Gleichungen
(1) und (3) in die beiden folgenden über: ~
aa' + PfJ' +"f' = C08W,
aa + fJ fJ +"r = 1.
Um daher auszudrücken, daß dann die drei Linien OM, OM', ON"
ein zweites rechtwinkliges Koordinatensystem bilden, sind folgende
sechs Gleichungen nötig:
I aa + fJfJ + 1Y = 1, a' a"+ fJ' If'+ ,,',," = 0,(4) a' a' + fJ' fJ' + ,,'y' = 1, a,"« + {J" fJ +"",, = 0,e"a" + fJ" fJ"+y" ,," = 1, «a.' + fJ fJ' + "y' = o.
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Sie sind auch hinreichend zu diesem Zwecke, wenn angenommen
wird, daß das erste System recht.winklig sei.
Der in der Überschrift angekündigte Satz besteht nun darin,
daß diese letztere Beschränkung weggelassen werden darf, indem
die Gleichungen (4:) unzweifelhaft ausdrücken, daß beide Systeme
durchaus rechtwinklig sein müssen. Der Beweis dieses merk-
würdigen Theorems bildet den Gegenstand des gegenwärtigen Auf-
satzes.
Zunächst mögen hier ohne weiteren Beweis die bekannten Fol..
gerungen aus den Gleichungen (4) Platz finden, nämlich:
I
a« + a'a' + a"(J," = 1, fJr + 13',,' + P"r" = 0,
(5) fJfJ + ß'ß' + {J"ß" == 1, ra + ,,'a' + ,,"a" = 0,
y" +r'f' + ,,",," == 1, aß + a'ß' +a"{j" = 0,
und
I
ß'r" - {:J"r' == E«, ,,'(l' - r"~' == Eß, a'fl" - a"fJ' = E1,
(6) {J"r-ßl''' =sa', ,,"a~'J'ri'=Eß', a"{J-a{j"=Er',
Pr' - ß'" ::::;: su", 1'(1,' - r' a == E{J", afJ' - a' fJ = Er",
wo bekanntlich EE == 1 ist.
Die ternäre quadratische Form
F = :l:Z + YY + zz + 2 yzcosa + 2zxeoab + 2 zyOO8c,
[welche bekanntlich das Quadrat der Entfemung eines beliebigen
Punktes (zyz) von dem Nullpunkte 0 des Koordinatensystems OXYZ
ausdrückt] hat zur Determinante den oben (2) mit D bezeichneten
Ausdrock (das Quadrat des Volumens des Ton den drei Achsen
OX ==OY = ,OZ = 1 als Kanten gebildeten Parallelepipedums)
und zur adjungierten Form:
F t =zxBi",a' + lIysinb
J + zzBincl + 2 YZ(COBbC08c-C08a)
+ 2zx(cosc COSlJ - coab) + 2 :e'l/(txNltJC08b - C08C).
Es ist dann bekanntlich die Determinante TOD F t das Quadrat der
vonF, also = DD, und die adjungierte Form F , von F 1 ist =Dl'.
Wenn man folgende Bezeichnung einführt:
~Z' stnal + 1/11' Bi.bI + zz' Bi.et + (111/ + zllJOO8b COIC - COItI)
+ (zz + ZZ')(COBC eoe« - C08b) +(xy' +yz?(costJ OOBb - COIC)
= F (Z7 y, Z)
-lte: J z,' J
, "





80 ist aus der Theorie der ternären Formen weiter bekannt, daß
F
1
(Z, 1/, Z)Ft(Z;, fJ:, z:) _ (Ft(Z: Y: Z,)1
x, y, z x, 11, z z, 'Y, 2
~ F (YZ' - Z'!J', ZX' - XZ', zy' - 1/Z')
= , , , , , "
I yz -Z!J, ZX -XZ, :zy -yx
also im. gegenwärtigen Fallec ..' ' , , ,
= D.F g1, -Z:I' ZX -XZ, zog -11:1:)
- 1/Z' - zy', zz' - xz', :1:7/' - 'l/x'
Nach diesen Vorbemerkungen ist es nun leicht, den obigen Satz
zu beweisen. OXYZ sei das eine Koordinatensystem mit den Winkeln.
G, b, C; OMM'M" das andere mit den Winkeln 'In, m', m", OM bilde
mit den drei Achsen OX, OY, OZ Winkel, deren Kosinus CE, p,,, usw
sind. Dann finden folgende sechs Gleichungen Statt:
F (a, IJ, ") - D F ("t, {J', f') - D
1 a, {J, l' - , t a', fJ',,,' - ,
"fJ" ". c fJ' ,F t / " ,,' fJ'" f,,) = D, F t a,~ p': f,,) == Dcosm,'tl , ,,, ", ,,,
F ("rt, (J", f") _ Dcosm/ F (", ~, ") - Dco8m"
1 C%, fJ, ,,- 't cl, fJ', y' - ,
welche allgemein die Beziehung zwischen irgend zwei dreiachsigen
Koordinatensystemen ausdrücken. Wenn nun aber außerdem die
Gleichungen (4), und folglich auch die (5) und (6) gelten, 80 "erhält
man durch Addition der drei ersten Gleichungen in (8):
00 .~+.~+.~=3n
Ferner ergibt sich aus dem in (7) enthaltenen Theorem:
F 1 (a, (J, ")F1c fJ:, ":) _ [F] I"', fJ~ ",),1
11, jJ, l' a, fJ, " \a, IJ, " 'l
=D.F(fJ": - fJ:r, "a: - r:", afJ: - a: It\ = DoF(Ett", s{J", Er")
py - fl y, "c.c - y a, ufJ - a: ß} ea", EfJ", Ef"
oder
DD - DDC08m"l
== D (a" alt+ fJ" {1'+ f""" + 2 jJ",,"COB (I + 2 ,,"a" C08 b + 2."fJ" C()8 e),
also
D Binml = 1 + 2 fJ " C08 a + 2" a 008 b + 2 11 fJ C08 e,
Drinm'l = 1 + 2 fJ' y' C08(J + 2,,' Ix.' C08b + 2 IX' fJ' CDSC,
D Binm'" == 1 + 2 fJ"1"C08 G + 2 ,," a" C08 b + 2 at , fJ"C08 e,
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und hieraus durch Addition:
D (Binm + Bin m''A +Binm"'A) == 3.
Vergleicht man diese Relation mit der in (9) enthaltenen, 80 ergibt sich
(Bina'A + Binb9 + Binc2) (Binml + si",m'l + Binm"l) = 3· 3,
und hieraus
Bina" == Bin bi = rinc' === Binml = Mnm'l === sinm"j === 1;
d, bIO alle sechs Koordinatenwinkel müssen rechte Winkel sein.
Bei diesem Beweis wurde natürlich vorausgesetzt, daß D Ton
Null verschieden sei, d, h, daß OX, OY, OZ nicht in einer Ebene
enthalten sind.
Göttingen, 15. Juli 1854.
IV.
Bemerkungen
zu einer Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung.
[Journal für reine und angewandte Mathematik, Bd.50, S.268-271 (1855)].
In einem der früheren Hefte des "Philosophical Magazine" für
1854 hat G. Boole eine von A.. Cayley gegebene Auflösung einer
Wahrscheinlichkeitsaufgabe angegriffen. Wiewohl nicht zu zweifeln ist,
daß der in diesem Angriff enthaltene Irrtum auch von anderen schon
erkannt sei, 80 kommen doch die folgenden Bemerkungen denen,
welche .sich für diese schöne Theorie interessieren, vielleicht nicht
unerwünscht.
Die Aufgabe lautet: Gegeben ist die Wahrscheinlichkeit «,
daß eine Ursache .A (welche ein gewisses Ereignis hervorbringen
kann) zur Wirkung kommt, und die Wahrscheinlichkeit p, daß,
wenn .A wirkt, das Ereignis eintritt; ebenso die Wahrscheinlich...
keit (J, daß eine Ursache B zur Wirkung gelangt, und die
Wahrscheinlichkeit q, daß, wenn B wirkt, das Ereignis eintritt:
gesucht wird die Wahrscheinlichkeit 'U des Ereignisses, unter
der Annahme, daß dasselbe von keiner anderen Ursache als
von A und B hervorgebracht werden kann.
Cayley löset die Aufgabe auf folgende Weise: Es sei 1 die
Wahrscheinlichkeit, daß, wenn A wirkt, das Ereignis auch durch A
hervorgebracht wird; 11 die Wahrscheinlichkeit, daß, wenn B wirkt,
das Ereignis auch durch B hervorgebracht wird; dann ist
p = 1 + (1 - 1)1I!J, q == I' + (1 - ,,)1rt,.
Hieraus werden 1, p bestimmt; und die gesuchte Wahrscheinlich-
keit ist
u = 1" + ~fJ -1",all.
Nachdem nun Boole diese Auflösung bei mehreren Speziali-
sierungen als richtig bewährt fand, sucht er nachzuweisen, daß sie
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in dem Falle p == 1, q == 0 Z1l einem falschen Resultat führe. Er
sagt: Es ist einleuchtend, daß die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
in diesem Falle == a sein muß. Denn wenn die Ursache A das
Ereignis stets hervorbringt, die Ursache B niemals, und das Ein..
treten des Ereignisses" keiner anderen Ursache zugeschrieben werden
kann, 80 muß die Wahrscheinlichkeit des "Ereignisses gleich der des
Eintretens der Ursache A sein". Da sich gegen diesen Satz natürlich
nichts einwenden läßt, und nun die Auflösung, wie sie Cayley dar-
stellt, in diesem Falle entwed~r 'U = 1 oder u = «(1- 13) gibt, so
schließt Boole, daß die ganze Auflösung fehlerhaft sein müsse, und
gibt die Endformel seiner eigenen Auflösung, mit Hinznfügnng be-
sonderer Beschränkungen, aus denen sich allerdings für diesen Fall
das gewünschte Resultat u = a ableiten läßt.
Man sieht indessen durchaus nicht, wo Cayley einen Fehler
gemacht hätte; und in der Tat ist seine Auflösung auch (bis auf
gewisse Beschränkungen, durch welche sie erst eindeutig gemacht
werden muß) streng richtig, selbst in dem eben angeführten Falle;
denn man findet leicht, daß tX (1 - ß) mit tt übereinstimmt, indem IX
nichts anderes als Null sein kann. Wäre nämlich die Möglichkeit
des Eintretens der Ursache A offen gelassen, d. h, wäre a nicht Null
so könnte auch unmöglich die Wahrscheinlichkeit q des Ereignisses
(unter der Annahme des Eintretens der Ursache B) gänzlich ver-
, schwinden, mag p noch so klein, nur nicht Null sein (in diesem Falle
war aber p = 1 angenommen), Die gestellte Aufgabe ist daher
widersinnig, wenn q = 0, a und p dagegen beide von Null ver-
schieden angenommen werden. Dies ergibt sich auch durch einen
Blick auf die Gleichungen von Cayley. Wenn man nämlich be-
achtet, daß 1', (1 - p), 1, er, der Natur ihrer Bedeutung nach,
nicht negativ sein können, so folgt aus der einen Gleichung q = 0,
sowohl ,. = 0, als auch 1", = 0, und die andere Gleichung geht
in 'P = 1 über. Ist nun 'P von Null verschieden (es ist nicht nötig,
daß p gerade = 1 sei), 80 muß auch a: = 0 sein; und die gesuchte
Wahrscheinlichkeit _ muß stets = 0 sein, mag.q oder p, oder mögen
heide = 0 sein; .wie man es nicht anden erwarten darf.
Wenn nun aber dieser Vorwurf auch die obige Auflösung Dich~
trifft, 80 ist sie doch wenigstens noch unvollständig zu nennen, da
die Bedingungen nicht angegeben sind, unter welchen die .Aufgabe
wirklich einen reellen Sinn hat, und da ferner n entscheiden übrig
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bleibt, welchen der beiden Werte von u, die den obigen Gleichungen
genügen, man zu wählen habe. Dies soll hier geschehen.
Man verfährt mit der meisten Symmetrie, wenn man ", aus den
Gleichungen für q und u, und ebenso 1. aus den Gleichungen für
l' und u eliminiert. Dies gibt
(1) u - fJq = (1- {J)Au, u - ap = (1 - a)pfJ,
und wenn man diese Werte von 1a, p{J in die Gleichung für u
substituiert, so erhält man eine quadratische Gleichung, durch deren
Auflösung sich
(2) u=l(l-aß+ap+fJq-~)
ergibt, worin ~ die noch zweideutige Quadratwurzel aus
(/q == (1 - a~ + o:p+ jJq1- 4(1 - ")"P,
- 4(1- a)fJq - 4«'P-fJq
ist. Damit aber die Aufgabe lösbar sei, ist nöti g: zuerst, daß ~
reell, und weiter, daß u (als eine Wahrscheinlichkeit) ein positiver
echter Bruch sei Aber auch dies ist noch nicht genügend; und
darin liegt eigentlich das Hauptinteresse der ganzen Aufgabe. Sie
würde immer noch ohne Sinn bleiben, wenn die Hilfswahrscheinlich·
keiten 1, ", nicht ebenfalls zwischen den Grenzen 0 und 1 enthalten
wären, und es ist klar, daß mit diesen letzten Bedingungen auch
zugleich die ersten erfüllt werden müssen. Es kommt daher nur
darauf an, die Bedingungen aufzustellen, welche ausdrücken, daß A, ,.
nicht außerhalb der genannten Grenzen liegen. Dies ist leicht, da
man die Werte 1, p aus den Gleichungen (1) erhält, wenn man in
ihnen für 11 den in (2) gefundenen Ausdruck substituiert. Bei dieser
Untersuchung kommt man auf die folgenden Gleichungen:
qq = (1 - 2« + afJ + ap - (jq)' + 4: a(l- a)(l- (J)(l- p)
= (1- 2fJ + afJ - ap+ fJq)' + 4ß(1-1J)(1- a) (1-9)
= (1 - afJ + a.p- ßq)' - 4«(1- fJ)(p- fJq)
= (1 - afJ - «p + {lg)l- 4 fJ (1 - a) (q - ap).
Aus den beiden ersten Formen für q(l geht hervor, daß es keiner
besonderen Bedingung für die Realität von ~ bedarf. Setzt man aber
die Formen in Verbindung mit den Forderungen für 1, '" so ergibt
sich, daß in dem Ausdrucke (2) für u stets die positive Quadrat.
wurzel für ~ genommen werden muß. Vergleicht man endlich die
heiden letzten Formen für q ~ mit den Fordel1llllen für A und ,., 80
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erhält man, als die einzigen notwendig erforderlichen, aber auch
vollständig genügenden Bedingungen, daß die beiden Differenzen
(3) p - ~q und q - ap
nicht negativ sein dürfen.
Wenn man also, um ein Beispiel zu der Aufgabe zu geben, für
«, {J, p, q vier beliebige Zahlen innerhalb der Grenzen 0 und 1 an...
genommen hat, ·so muß man erst untersuchen, ob sie den beiden
Bedingungen in (3) Genüge leisten. Beiläufig bemerkt, kann man bei
einer solchen willkürlichen Wahl ebensooft ein widersinniges Beispiel
wie ein passendes treffen; denn der Wart des vierfachen Integrals
JJJJda dfJdp dq ist = 1, wenn man die Integrationen über alle
Werte der Veränderlichen zwischen 0 und 1 ausdehnt; dagegen = l,
wenn man diejenigen Werte ausschließt, welche den Bedingungen (3)
nicht Genüge leisten. Man kann sich hiervon auch leicht durch
geometrische Betrachtungen überzeugen.
In dem von Boole untersuchten Falle q = 0 reduzieren sich
die Bedingungen (3) auf ap = 0; dann wird q == 1 - aß, und
folglich u = 0, ganz in Übereinstimmung mit den obigen Resultaten.
Auch der Fall a = 0 ist von Interesse. Dann ist ~ = 1 - ßq, und
folglich u = fJq offenbar das richtige Resultat. Hierbei ist natürlich
u von q unabhängig, und dennoch bleibt die Bedingung p - fJq ~ 0
in voller Kraft, und obgleich zur Bestimmung von u auf den Wert
von 'P gar kein Gewicht fällt, 80 wäre es doch widersinnig, die
Wahrscheinlichkeit 'P des Ereignisses unter der Annahme, daß die
Ursache A zur Wirkung gelangt, kleiner als die Wahrscheinlichkeit fJq
anzunehmen, wenn auch diese Annahme durch die Bestimmung er: = 0
faktisch verboten ist. Und mit dieser Bemerkung, die, wie ich
glaube, dazu geeignet ist, auf die Eigentümlichkeit dieser Art von
Aufgaben ein frappantes Licht zu werfen, will ich meine Betrachtungen
abbrechen. .
Göttingen, 22. Juli 1854.
v.
Abriß einer Theorie der höheren Kongruenzen in bezug
auf einen reellen Primzahl-ModuIus.
[Journal für reine und angewandte Mathematik, Bd, 54, S. 1-26 (1857)].
Es 'ist meine Absicht, dem in der überschrift bezeichneten Gegen-
stand, welcher, von Gauß [*)] zuerst angeregt, später mit Erfolg von
Galois, Berret, Schönemann[**)] wieder aufgenommen ist, eine
einfache zusammenhängende Darstellung zu widmen, welche sich streng
an die Analogie mit den Elementen der Zahlentheorie binden soll
Diese ist in der Tat so durchgreifend, daß es mit Au.sn.ahme einiger
unserem Gegenstand eigentümlicher Untersuchungen nur einer Wort-
änderung in den Beweisen der Zahlentheorie bedarf. Ich folge genan
dem Gange, welchen Dirichlet in seinen Vorlesungen über die
Zahlentheorie (oder in seiner kurzen Darstellung der Theorie der
komplexen Zahlen im. 24. Bande dieses Journals) eingeschlagen hat.
In Rücksicht hierauf wird man es nicht tadeln, daß ich meist nur
die Hauptmomente der Beweise hervorhebe, da größere Ausführlich·
keit für den Kenner der Zahlentheorie, welche hier 'Yolausgesetzt
wird, ermüdend sein müßte.
Die hier dargestellte Theorie, deren Erweiterungen auf der Hand
liegen, ist vielfacher Anwendungen fähig, namentlich auf die Algebra,
wie ich in einer späteren Abhandlung zeigen werde; ZllIlächst schien
es mir zweckmäßig, dieselbe ohne alle Einmischung algebraischer
Prinzipien abzuhandeln.
Gebiet der Untersuchung; Definitionen und Fundamentalsätze.
1.
Unter einer Funktion einer Variabeln x wird hier immer eine
ganze rationale Funktion von x verstanden, deren Koeffizienten reelle
ganze Zahlen sind. Es werden die Eigenschaften solcher Funktionen
[*) Man vgL C. F. Gaul' Werke, BeL 2, S.212-24O.]
[**) E. Galois: Oeuvres mathematiques, S. 15-23. I. A. Serret: Cours
d'aIgebre, 2. Ansg., S.343-870. Th.. Behünemana , JOUD. f. Kath., Bd. 81,
S.269-325 und Bd.32, S.93-105., 1846.]
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untersucht in bezug auf einen Modulus, der eine reelle Primzahl p
ist. Zwei Funktionen A, B heißen kongruent in bezug auf den
Modul p, in Zeichen
A - B (mod. p),
wenn sämtliche Koeffizienten der nach Potenzen von x geordneten
Differenz A - B durch p teilbar sind, oder, was dasselbe sagt, wenn
die Koeffizienten gleich hoher Potenzen von x in den beiden Funk-
tionen paarweise einander kongruent sind in bezug auf den Modulus p.
Es ist daher diese Kongruenz nur ein Ausdruck für die Identität
A = B+'P.O,
in welcher 0 eine beliebige Funktion bedeutet. Hieraus gehen so-
gleich die beiden folgenden Sätze hervor:
Man darf in jeder Kongruenz zwischen zwei Funktionen die
Variabeln z durch eine beliebige Funktion von zersetzen.
Man darf jede Kongruenz beliebig oft nach der Variabeln x
diJierentüerea
Ebenso leuchten folgende Sätze ein, in welchen der Modnlus p
unveränderlich beibehalten wird:
Ist A = A', B =B', 80 ist auch A + B =A' + B', ferner
AB =A'B', ferner Aft =A'n, wo 11, eine positive ganze Zahl be-
deutet; und allgemein: Sind die beiden Seiten einer Kongruenz ganze
rationale Funktionen (mit ganzen Zahlkoeffizienten) von einer Reihe
von Funktionen A, B, 0 etc. der Variabeln x, 80 darf man die-
selben (an beliebigen Stellen) durch ihnen resp, kongruente Funk-
tionen A' B', 0' etc. ersetzen.
2.
Der Exponent der höchsten Potenz von x in einer Funktion,
deren Koeffizient nicht durch den Modul teilbar ist, heiße der Grad
der Funktion. Aus dieser Definition, welche für alle Funktionen gilt,
die nicht = 0 (mod. p) sind, ergibt sich, daß alle die unendlich
vielen einander kongruenten Funktionen einen und denselben Grad
haben. Ist famera; der Grad von A, fJ der Grad von B, so ist
CI+ fJ der Grad von AB; denn das Produkt zweier durch. eine Prim...
zahl p nicht teilbaren Zahlen-Koeffizienten ist ebenfalls nicht teilbar
4:2 -
durch p. Hieraus folgt weiter: Ist AB = 0 (mod, p), so ist minde-
stens eine der beiden Funktionen A, B - 0 (mod. p); und ferner: Ist
AB= A'B', und A:=.A' nicht =0 (mod. p), so ist B= B' (mo<lp);
denn es ist AB=AB', oder A(B-B') =0 (mod. p). Dieser
Satz gibt daher die Bedingung für die Berechtigung zur Division
einer Kongruenz durch eine andere. Ferner ist leicht zu sehen, daß
die Anzahl der einander nicht kongruenten (inkongruenten) Funk-
tionen vom Grade Cl gleich (p - 1)'IP ist; denn der Koeffizient Ton
za kann p - 1, der jeder niedrigeren Potenz kann 'P nach dem
Modul 'P inkongruente Werte haben, und der Koeffizient jeder höheren
Potenz ist =0 (mod.. p). Dies Resultat gilt auch für den Fall
a = 0, insofern bei den Funktionen, welche = 0 sind, überhaupt
von einem Grade keine Rede ist.
3.
Sind ...4, B, 0 drei solcheFunktionen von z, daß A = BO (mod.p),
80 heißen B, 0 (oder alle diesen kongruente Funktionen) Divisoren
oder Faktoren von A (oder jeder mit ..A kongruenten Funktion) in
bezug auf den Modul p. Gleichbedeutend sind die Ausdrücke: A ist
ein Multiplum von B, 0; oder: A ist teilbar durch B, O. Diese
Teilbarkeit nach einem Modulus ist natürlich nicht mit der algebraischen
Teilbarkeit zu verwechseln, obwohl aus der letzteren stets die erstere
folgt. Offenbar kann der Grad eines Divisors B von A nicht höher
sein als der Grad von A. Jede Funktion ist teilbar durch jede der
p ~ 1 inkongruenten Funktionen vom Grade Null; denn jede der
letzteren ist einer durch p nicht teilbaren Zahl a kongruent; be-
stimmt man nun a' so, daß aa' =1 (mod. p), 80 ist .A. =a.a'Ä,
wo Ä jede beliebige Funktion bedeutet. Außer diesen p - 1 Funk-
tionen vom Grade Null hat keine andere die Eigenschaft, Divisor
Ton jeder beliebigen Funktion zu sein; denn eine Funktion, deren
Grad höher als Null ist, kann nicht mehr Divisor der Funktionen
vom Grade Null sein. Man kann deshalb (znfolge der Analogie mit
ähnlichen Untersuchungen) diese p - 1 inkongruenten Funktionen-
klassen vom Grade Null Einheiten nennen.
Man kann jede Funktion vom Grade Cl kongruent setzen dem
Produkte aus einer bestimmten Funktion vom Grade Null und einer
Funktion Tom Grade fI, in welcher der Koeffizient Ton za=1 (mod. 11)
ist (solche Funktionen sollen primäre heißen); denn iÄ G der durch
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'P nicht teilbare Koeffizient von ~ in A, und aa' =1 (mod. p), so
ist A ::::;::: a ·a'A, worin a'A eine primäre Funktion ist. - Die Anzahl
der inkongruenten primären Funktionen vom Grade a ist gleich 'r.
Ans der Definition der Multipla ergeben sich unmittelbar die
beiden folgenden Sätze: Ist eine Funktion ein Multiplum von einer
zweiten, diese ein Mnltiplum von einer dritten, diese von einer
vierten usw., so ist jede frühere in der Reihe dieser Funktionen ein
Multiplum von jeder späteren. - Die Summe und die Differenz
zweier Multipla von einer Funktion sind selbst wieder Mnltipla der-
selben Funktion.
4.
Von großer Bedeutung für die späteren Untersuchungen ist
folgende Aufgabe: Zu untersuchen, ob zwei gegebene Funktionen
A, A' nach dem Modul p gemeinschaftliche Divisoren haben.
Zunächst läßt sich zeigen, daß man stets eine Kongruenz von
der Form
A =QA' +A" (mod. p)
aufstellen kann, in welcher Q, A" zwei neue Funktionen sind, deren
letztere A" einen niedrigeren Grad als A' hat, oder gar = 0 (mod. p)
ist. Denn es sei IX der Grad von A, cl der von A'; im Falle nun
a < a,' ist, braucht man nur Q - 0, A" =A (mod p) zn setzen; ist
aber « > ~', 80 kann man die Zahl q 80 bestimmen, daß A - qzG-4' • A'
von niedrigerem Grade ~1 als CI ist; ist dann «t auch < «', 80 ist
das Ziel schon erreicht, wenn man Q= qZ--.' setzt; ist aber
"-J ~ "', 80 verfährt man mit der Funktion A - qzG- at • ...4' ebenso,
wie bei dem ersten Schritte mit A; man bestimmt qt so, daß
A - qza- tZ' • A' - qt xa=t - 4' • A' von niedrigerem Grade ist als "1 n, a f.,
bis man zu einer Funktion von niedrigerem Grade als a' gelangt,
was nach einer endlichen Anzahl von Operationen geschehen muß.
Man setzt dann
Cl ='1XO-IJ' +qt%*1 -AI' +etc. (mod. p),
und dann ist A" = Ä - (JA' von niedrigerem Grade als (A'. W.Z.B.W.
Aus der so gebildeten Kongruenz folgt nun unmittelbar, daß
jeder gemeinschaftliche Divisor von A, .A' auch Divisor von A", 11Dd
umgekehrt, daß jeder gemeinschaftliche Divisor Ton A', A" auch
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Divisor von A sein muß. Man braucht daher die Operation nur
fortzusetzen und ein System von Kongruenzen zu bilden:
A =QA'+A"
A' ~ Q' A" + A'"
(mod. p),
ACtI-2) =Q<1I-I) A<"-l) + AC")
"&<11-1) =Q<1I-1).A <,,>
in welchem die Grade u', a" etc. eine abnehmende Reihe bilden,
woraus von selbst folgt, daß nach einer endlichen Anzahl von Opera-
tionen es geschehen muß, daß eine Funktion ..4<"-1) durch die nächst-
folgende A(1') teilbar ist. Schreitet man von der ersten bis zur
letzten Kongruenz fort, so ergibt sich, daß jeder gemeinschaftliche
Divisor von A, A' auch Divisor von A(·) sein muß; verfolgt man
den umgekehrten Weg, 80 ergibt sich, daß A (Y) Divisor aller vorher-
gehenden Funktionen und folglich auch gemeinschaftlicher Divisor
der beiden Funktionen A, A' ist. Es heiße daher AC?) ein größter
gemeinschaftlicher Divisor von ...4, A'. Multipliziert man A(Y) mit
einer beliebigen Funktion vom Grade Null (mit einer Einheit), so
hat das Produkt offenbar dieselbe Eigenschaft wie A<?); es gibt da-
her p - 1 inkongruente größte gemeinschaftliche Divisoren desselben
Grades, "und ein einziger unter diesen ist primär.
Drückt man vermöge der vorletzten Kongruenz A(t') durch Ä(Y-l)
und A(·-~I!), diese vermöge der vorhergehenden Kongruenzen durch
die vorhergehenden Funktionen aus, so kommt man zuletzt auf eine
Kongruenz von der Form
G· A +G' · A' =A<~) (mod, fJ),
welche also stets möglich ist, wenn A(v) größter gemeinschaftlicher ...
Divisor von A, A' ist.
ö.
Ist der größte gemeinschaftliche Divisor .A(Y) der Funktionen
.A, A' vom Grade Null (also =1 (mod. p), wenn er primär ist), 80
heißen Ä, A' relativ prim gegeneinander..
Aus dieser Definition folgt der Hauptsatz: Sind A, A' zwei
relative Primfunktionen, und ist jf eine beliebige Funktion, so ist
jeder gemeinschaftliche Divisor der beiden Funktionen AM, A' .-
gleich gemeinschaftlicher Divisor von M, A'. Denn multipliziert ID8Il
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die Reihe der Kongrnenzen, durch welche die Funktionen A, A',
A", ... , A<J) zusammenhängen, mit M, so ergibt sich unmittelbar, daß
jeder gemeinschaftliche Divisor von AM, A' auch Divisor von A" M,
A'"M, ... , A(1) M und folglich auch (da der Annahme nach A')') vom
Grade Null ist) von M, also gemeinschaftlicher Divisor von M, A' ist.
(Dies folgt auch unmittelbar aus der Kongruenz GAM+G'M A'=A ())M.)
Die wichtigsten Spezialfälle dieses Satzes sind die folgenden:
Ist auch M relativ prim gegen A', so ist der größte gemeinschaft-
liche Divisor von M und A', und folglich auch der von AM und A'
eine Funktion vom Grade Null, d, h. AM und A' sind relativ prim
gegeneinander; und hieraus ergibt sich der Satz: Wenn zwei Reihen
von Funktionen 80 beschaffen sind, daß jede Funktion der einen Reihe
relativ prim gegen jede Funktion der anderen Reihe ist, so ist das
Produkt aus sämtlichen Funktionen der einen Reihe relativ prim
gegen das Produkt aus sämtlichen Funktionen der anderen Reihe.
Eine zweite Spezialisierung ist die folgende. Ist wieder A re-
lativ prim gegen A', und ist AM durch A' teilbar, so ist A' als
gemeinschaftlicher Divisor von AM, A' auch gemeinschaftlicher Di-
visor von M, A', also Divisor von M.
Hieraus folgt weiter: Ist jede der Funktionen A, B, 0 ete,
relativ prim gegen jede der anderen, und ist ferner eine Funktion M
durch jede der Funktionen A, B, 0 etc. teilbar, 80 ist M auch
durch das Produkt .A. Ba ... teilbar. Denn der Annahme nach ist
M = GA durch B teilbar, folglich ist, da A relativ prim gegen
Bist, G= H B, also M =HAB usw,
6.
Eine Funktion, welche nach dem Modul p nur solche Divisoren
hat, die entweder ihr selbst oder Fttnktionen vom Grade Null (d, h,
Einheiten) oder Produkten aus beiden kongruent sind (denn jede
Funktion hat alle diese Divisoren), heißt (irreduktibel oder) eine
Primfnnktion nach dem Modul Pi jede andere heißt (reduktibel
oder) zusammengesetzt. Es leuchtet ein, daß eine beliebige Funk-
tion entweder durch eine bestimmte Primfunktion teilbar, oder re-
lativ prim gegen dieselbe ist Ist daher ein Produkt AB durch
eine Primfunktäon P. teilbar, 80 ist mindestens einer der Faktoren
Ä, B für sich allein durch P teilbar; denn ist A nicht do.rch P
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Sind endlich ...4, A' kongruent nach dem Modul M, und beide
von niedrigerem Grade als M, so müssen A, A' auch nach dem
einfachen Modul p einander kongruent sein.
8.
Man kann nun ein System von Funktionen aufstellen, 80 daß
irgend eine beliebige Funktion einer von diesen Funktionen, aber
auch nur einer einzigen nach dem Modulus M kongruent ist. Es
sei A eine beliebige Funktion, so kann man, wie früher gezeigt ist,
stets eine Kongruenz von der Form
A =QM + A' (mod. p)
aufstellen, in welcher A' von niedrigerem Grade ist als M. Stellt
man daher sämtliche nach dem Modul p inkongruente Funktionen
von niedrigerem Grade als M auf, 80 ist jede beliebige Funktion
einer von diesen nach dem Modulus M kongruent, aber auch nur
einer einzigen von ihnen, weil zwei nach dem Modul p inkongroente
Funktionen von niedrigerem Grade als M auch in bezug auf M in-
kongruent sind. Ist", der Grad von M, BO ist 'P' die Anzahl dieser
Funktionen, welche also ein System der verlangten Art bilden. Jedes
solche System heiße ein vollständiges System inkongruenter
Funktionen in bezng auf den Modul M. Multipliziert man jedes
Glied eines solchen Systems mit einer und derselben Funktion, welche
gegen den Modulus M relativ prim. ist, so bilden die Produkte wieder
ein solches System, wie sich leicht beweisen l.ä.ßt.
9.
Seien N, N' etc. beliebige Funktionen, deren erste durch den
Modulus M nicht teilbar ist, ferner 11, eine positive ganze Zahl, so
heißt die Bedingung
N yn +N'yn-l + etc. + N(n) =0 (mod. M)
eine Kongruenz vom Grade 11, mit einer Unbekannten !/; und
jede Funktion, welche für y substituiert diese Bedingung befriedi~
heißt eine Wurzel derselben. Ist eine solche Wurzel gefunden, so
ist jede mit ihr nach dem Modul M kongruente Funktion ebenfalls
eine Wunel; die Hauptaufgabe ist daher, sämtliche nach dem Modul Al
inkongruente Wurzeln zu finden.
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Wir betrachten zunächst die Kongruenz ersten Grades, welche
auf die Form
Ay = B (mod..M)
gebracht werden kann. Nehmen wir zuerst an, A sei relativ prim
gegen den Modul M, so gibt es (zufolge der Scblußbemerkung des
vorigen Artikels) in jedem vollständigen System inkongruenter Funk-
tionen eine, aber auch nur eine Funktion y, für welche A y =B
wird; die Kongruenz hat daher in diesem Falle nur eine einzige
Wurzel (d. h. alle Wurzeln sind dieser einen nach M kongruent),
Hat aber A mit M den größten gemeinschaftlichen Divisor D, so
muß, wenn die Kongruenz lösbar sein soll, anch B durch D teilbar
sein; in diesem Falle sei A.=A'D, B = B' D, M = M'D (mod. p),
so folgt aus der obigen Kongmenz
A'y =B' (mod. M')
und umgekehrt jene aus dieser. Da nun hierin A' relativ prim.
gegen den Modulus M', so hat die letztere Kongruenz eine, aber
auch nur eine einzige Wurzel W nach dem Modulus M'. Alle Wurzeln
der ersten Kongruenz sind daher in der Form
y =W + HM' (mod. p)
enthalten, und alle in dieser Form enthaltenen Funktionen y sind
auch Wurzeln der ersten Kongruenz; und zwei in dieser Form ent-
haltene Funktionen W + H M', W + GM' sind stets, aber auch nur
dann nach dem Modulus M inkongruent, wenn H und G nach dem
Modulu8 D inkongruent sind. Mithin hat in diesem Falle die erste
Kongruenz ebensoviel nach M inkongruente Wurzeln, als es nach
dem Modul D inkongmente Funktionen gibt, also r, wenn 8 der
Grad Ton D ist.
Für die späteren Untersuchungen ist auch noch die Lösung der
folgenden Aufgabe wichtig: Seien M, N relativ prim gegeneinander;
es soll die allgemeine Form der Funktionen y gefunden werden,
welohe die beiden Kongmenzen y =A (mod, M), !I = B (mod. N)
befriedigen. Aus der ersten Form folgt 11 =A + zM (mod. p), wo
z eine beliebige Funktion ist, welche aber der Bedingung A + zN
=B (mod. N) genügen muß; diese Kongruenz hat nach dem Vor-
hergehenden eine einzige Wunel nach dem Modul N, und es folgt
daraus die allgemeine Lösung 11 == W (mod. MN).
Dea.kiD., GeeammeUe "Werke, I. ,
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10.
Hat man ein vollständiges System inkongruenter Funktionen in
bezug auf den Modul M aufgestellt, 80 drängen sich die beiden
folgenden Fragen auf: Wieviele dieser Funktionen haben mit M
einen bestimmten Divisor D gemeinschaftlich? und: Wieviele unter
diesen haben D zum größten gemeinschaftlichen Divisor mit M? -
Die Beantwortung dieser Fragen ist unabhängig von der besonderen
Wab! des vollständigen Systems inkongruenter Funktionen, da jede
von zwei einander nach M kongruenten Funktionen denselben größten
Divisor mit M gemeinschaftlich hat, wie die andere.
Die erste Frage ist im vorigen Artikel schon mit beantwortet;
zwei Funktionen GD, H D sind stets, aber auch nur dann nach dem
Modul M =N D inkongruent, wenn G, H nach dem Modul N in-
kongruent sind; ist daher 11 der Grad von N, so gibt es p" = 1P- tJ
nach M inkongruente Funktionen, welche mit M den Divisor D ge-
meinsam haben.
Irgend eine dieser Funktionen GD hat ferner stets, aber auch
nur dann D zum größten gemeinschaftlichen Divisor mit M, wenn
G relativ prim gegen N ist. Bezeichnen wir daher allgemein mit
fJJ (A) die Anzahl der in bezug auf A inkongruenten Funktionen,
welche gegen A relativ prim sind, so ist die zweite von UDS ge-
suchte Anzahl = fJJ{N).
Schreiben wir nun sämtliche Divisoren von M auf, mit der Be-
schränkung, daß keiner von ihnen dem Produkt aus einem anderen
in eine Einheit kongruent ist, also z. B. sämtliche inkongruente pri-
märe Divisoren von M; so hat irgend eine Funktion einen dieser
Divisoren, aber auch nur einen einzigen zum größten gemeinschaft-
lichen Divisor mit M, woraus in Verbindung mit dem Vorhergehenden
der Satz
X<p(N) = 'JP
folgt, wo das Summenzeichen sich auf ein so definiertes System von
Divisoren N der Funktion M bezieht.
Aus diesem Satze ergibt sich sogleich der Ausdruck für 'I' (M)
in dem Falle, wenn M einer Potenz Aa einer einzigen Primfunktion
kongruent ist. Ist ce der Grad Ton A, so bat man zufolge des Satzes
q>(l) + ",(A) + 9'(..41) +... + ,,(AG-I) + ,,(A8) = 'JPtJ,
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und ebenso
«p(1) + rp(A) + q>(Ai) + ... + tp(Aa-l) === ptt<a-l);
folglich
Ip(AaJ = pCc_ pIJ(a-l) = p<'c(l- ;,.).
Auf diesen Fall wird aber jeder andere durch folgenden Satz
zurückgeführt: Bind M, N relativ prim gegeneinander, so ist
tp(MN) == cp (M) ffJ (N); welcher sich 80 beweisen läßt. Man bilde
das vollständige System der gegen M relativ primen und nach M
inkongruenten Funktionen G, deren Anzahl «p(M); ebenso bilde man
in bezug auf den Modulus N ein entsprechendes System von rp(N)
Funktionen H, und in bezug auf MN ein solches System von tp(MN)
Funktionen F. Es ergibt sich dann mit Bille der Schlnßbemerkung
des vorigen Artikels, daß allen qJ(M) tp (N) Kombinationen von
Kongruenzen y =G (mod. M) und y =H (mod. N) eine, aber auch
nur eine Lösung von der Form y =F (mod. MN), und umgekehrt
jeder der cp (M N) Kongrnenzen der letzteren Form eine, aber auch
nur eine Kombination der ersteren Form entspricht; woraus un-
mittelbar q;(MN) = rp(M)tp(N) folgt.
Seien nun A, B, 0 etc, sämtliche einander inkongruente Prim-
funktionen resp. von den Graden 0:, fJ, 7' ete., welche in einer Funk ...
tion M vom Grade /L als Faktoren enthalten sind, und zwar so,
daß keine dieser Primfunktionen etwa einem Produkt aus einer
anderen von ihnen in eine Einheit kongruent ist, was man z. B. da-
durch erreicht, daß man sie alle als primär annimmt; dann ist
1p(M) = pu(1- ;.)(1- ~)(1- ~) ... ,
wie sich aus den vorhergehenden Sätzen leicht ergibt.
11.
Man schreibe das vollständige System der gegen M relativ
primen und. in bezug auf M inkongruenten Funktionen auf, deren
Anzahl wir mit rp(M) bezeichnet haben. Multipliziert man sie sämt-
lich mit einer und derselben P, welche sich in ihrem Komplex
findet, 80 bilden die fP (M) Produkte wieder ein solches System, 80
daß jedes Glied des einen. Systems einem, aber auch nur einem
einzigen Gliede des anderen Systems nach dem Modul AI kongruent
4*
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ist. Multipliziert man daher alle diese fJJ(M) Kongrnenzen mitein-
ander, und berücksichtigt, daß das Produkt der cp(M) gegen M
relativ primen Funktionen ebenfalls gegen M relativ prim ist, 80
erhält man den Satz
Frp(M) == 1 (mod. M),
welcher dem verallgemeinerten Satze von Fermat in der Zahlen-
theorie entspricht.
Ist Meine Primfunktion P vom Grade 7t, 80 ist 9'(P) = 'Jf' - 1,
und folglich
Fp'1f- 1 - 1 (mod. P),
wenn F eine durch P nicht teilbare Funktion bedeutet, und all-
gemein ist ohne alle Beschränkung für F
Fp'It - F (mod, P),
wie unmittelbar einleuchtet.
Hieraus folgt, daß die Auflösung der Kongruenz ersten Grades
Ay == B (mod. M)
in dem Falle, wo A. gegen M relativ prim ist, durch die Formel
y = BA,(M)-l (mod. M)
gegeben wird.
12.
Von nun an wenden wir uns zu dem besonderen Falle, in
welchem der Modulu8 der Kongruenzen eine Primfunktion P vom
Grade 1t ist. Dann besteht folgender Satz: Eine Kongruenz F(y)
= N'Ir + N' yn-l + etc. _ 0 (mod, P) kann nicht mehr als n nach
dem Modul P inkongruente Wnrzeln haben. - Beweis: Wir nehmen
an, der Satz sei für Kongruenzen vom Grade n - 1 bewiesen, und
zeigen, daß er dann auch für Kongruenzen vom Grade 1f, gilt. Ge-
setzt dann, unsere Kongruenz n ten Grades hätte mehr als • in-
kongruente Wurzeln, also mindestens 11, + 1. Sei Weine derselben,
80 ist für jede andere von dieser verschiedene y
.F(y)-F(W) = (y-W)Ft(y) =0 (mod. P),
wo F t (y) ein Polynom vom Grade n - 1 ist, und folglich hätte, da
y - W nicht = 0 (mod. P) sein kann, die KongrnenzFt (y) = 0 (mod. P)
vom Grade n - 1 gegen unsere Annahme mindestens n WurzeIn. -
NUD ist der Satz für die Kongruenz ersten Grades schon früher be-
wiesen, folglich gilt er für jeden Grad.
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Hat aber unsere Kongruenz n ten Grades wirklich 11, inkongruente
Wurzeln W, W', W" etc., 80 müssen die Koeffizienten gleich hoher
Potenzen von y in den beiden Polynomen
F(y) = Nyn + N'yn~l +...,
G(y) = N (y - W)(y - W')(y - W") ...
einander paarweise nach dem Modul P kongruent sein; denn sonst
hätte die Kongruenz
F(y) - G(y) = 0 (mod. P),
deren Grad jedenfalls niedriger als n ist, n inkongruente Wurzeln
sie darf daher gar keinen Grad haben, d, h, alle Koeffizienten der-
selben müssen durch P teilbar sein.
Nun haben wir im vorigen Artikel gesehen, daß die Kongruenz
yp1'l_t =1 (mod, P)
durch jede der pr' - 1 inkongruenten gegen P relativ primen Funk-
tionen F befriedigt wird; mithin ist identisch
v":: _ 1 - lI(y -F) (mod. P),
wo II(y-F) das Produkt aus allen Faktoren (y-F) bezeichnet
Daraus folgt als Analogon zn dem Satze von Wilson in der Zahlen-
theorie das Theorem
II(F) + 1 =0 (mod. P),
wo n(F) das Produkt aus allen rpc - 1 nach P inkongruenten und
durch P nicht teilbaren Funktionen bedeutet. Und umgekehrt muß
P eine Primfunktion sein, wenn dieser Satz gilt; denn hätte P einen
von einer Einheit verschiedenen Divisor D von niedrigerem ... Grade
als 21:, 80 fände sich unter den ,,- 1 Funktionen F eine (im Art. 10
bestimmte) Anzahl solcher, welche mit P den Divisor D gemeinsam
hätten; daraus würde aber folgen, daß auch die Einheit diesen
Divisor hätte, was unmöglich ist.
Potenzreste.
13.
Sei M wieder ein beliebiger Modulus, A relativ prim. gegen
denselben, so sind auch alle Glieder der Reihe 1, A, AI ~ .. in inf.
relativ prim gegen M; es muß daher geschehen, daß A-+. = A-
(mod. Al) und folglich ÄA - 1 (mod. .Jl) wird. Sei G der kleinste
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Wert von 1t, für welchen dies eintritt, 80 sagt man: A gehört zum
Exponenten G; und es sind die a Funktionen
1, A, AI, ..., Aa-l
inkongruent nach dem Modul M, woraus folgt, daß jede Zahl n, für
welche A" =1 (mod. M) wird, durch a teilbar ist. Zufolge des
Art. 11 ist aber Arp(M) =1 (mod. M), also ist a ein Divisor von
ffJ (M). Doch kann dies leicht direkt bewiesen werden, und daraus
ergibt sich dann ein neuer Beweis des Satzes Alp (M) =1 (mod. M).
Man braucht zu dem Zwecke sich nur der bekannten Exhaustions-
methode zu bedienen, durch welche man die cp (M) gegen M relativ
primen Funktionen in q>(M) Gruppen, jede von a Glieder zerfällt,
a
deren allgemeine Form
F, F A, F AS, .•. , F Aa-t
ist, wo F irgend eine gegen M relativ prime Funktion bedeutet;
denn es ist leicht zu zeigen, daß zwei solche Gruppen entweder ganz
identisch oder ganz verschieden in bezng auf den Modulus M sind.
Wir verlassen den allgemeinen Fall und nehmen nun an, daß
der Modulus eine Primfunktion P vom Grade :JI ist. Ist dann A
irgend eine durch P nicht teilbare Funktion, welche in bezug auf
p zum Exponenten (J gehört, so ist a ein Divisor von p" - 1; es
fragt sich: gehören zu jedem Divisor a von 'P" - 1 wirklich Funk-
tionen A? und wieviele? -
Nehmen wir zuerst an, es gebe mindestens eine Funktion A,
welche zu a gehört, 80 sind die a inkongruenten Funktionen 1, A,
At, ... , Aa-t sämtliche Wurzeln der Kongruenz '!f =1 (mod. P);
alle zum Exponenten a gehörenden Funktionen müssen daher Gliedern
dieser Gruppe kongruent sein, und es ergibt sich leicht, daß eine
Funktion Aa' stets, aber auch nur dann zum Exponenten a gehört,
wenn a' relativ prim gegen a ist. Wenden wir daher die Charak-
teristik cp in der Bedeutung an, wie sie in der Zahlentheorie ge-
brauchlieh ist, so ist die Anzahl der zu einem Divisor a von 1!' - 1
gehörenden Funktionen entweder = 0, oder = rp a. Da aber jede
der 'JP -... 1 durch P nicht teilbaren Funktionen zn einem, aber auch
nur zu einem einzigen der Divisoren a, Q/, a", .•. von 'P" - 1 ge-
hören muß, und außerdem bekanntlich rp a + tp 0' + "a" + ...
= 'fP - 1 ist, 80 ergibt sich leicht, daß zu jedem Divisor G Ton
'Jf' - 1 wirklich rp a Funktionen gehören.
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Es gibt daher auch qJ(pt' - 1) inkongruente durch den Modul P
nicht teilbare Funktionen, welche zum Exponenten pn - 1 gehören.
Sei G irgend eine derselben, 80 sind die pn - 1 Funktionen
1, G, G'J, G3, ... , Gp'lr - 9
sämtlich inkongruent, und sie bilden daher das vollständige System
der inkongruenten durch P nicht teilbaren Funktionen, so daß also
jede durch P nicht teilbare Funktion einer von ihnen, aber auch
nur einer einzigen kongruent ist. Diese cp(fP - 1) Funktionen G
heißen primitive Wurzeln der Primfunktion P. Nimmt man eine
derselben G als Basis an, und ist F eine beliebige durch P nicht
teilbare Funktion, 80 kann man stets
F =Gn (mod. P)
setzen, wo n = 0 oder eine positive ganze Zahl < p" - 1 ist. Diese
Zahl n heißt dann der Index der Funktion F bezüglich der Basis G,
in Zeichen F =(}lnd.F (mod. p~
Dann leuchten folgende Sätze ein, in welchen A, B Funktionen
bedeuten, welche durch P nicht teilbar sind, und in denen die Basis
der Indizes unverändert bleibt: Ind. (AB) = Ind. A + Ind. B
(mod. pr- 1), Ind, (An) - n Ind. A (mod. pn - 1); ferner folgt aus
A =B (mod. P) notwendig Ind. A == Ind. B und umgekehrt.
Ein anderer Satz, welcher seiner Natur nach von der Wahl der
Basis unabhängig ist, lautet folgendermaßen: Gehört eine Funktion A
zum Exponenten G, 80 ist P'" - 1 der größte gemeinschaftliche Divisor
. a
von 'JI' - 1 und Ind. A; und umgekehrt.
Binomische Kongruenzen.
14.
Soll die binomische Kongruenz 1r=A (mod P), in welcher .A
eine durch P nicht teilbare Funktion bedeutet, lösbar sein, 80 muß
nInd. 11 =Ind. A (mod. p- -1) sein; ist nun a der größte gemein-
schaftliche Divisor von fi und 'JP - 1, so muß auch Ind. A durch ,
teilbar sein, wenn diese Kongruenz möglich sein soll, und dann hat
sie in der Tat ß nach dem Modul 'Ji' - 1 inkongruente Wmzeln lud."
denen ebenso viele nach dem Modul P inkongruente Wurzeln 11 der
binomischen Kongruenz entsprechen.
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Die erforderliche und hinreichende Bedingung für die Möglich-
keit dieser Kongruenz, daß nämlich Ind, A durch den größten ge-
meinschaftlichen Divisor 8 von n und pn - 1 teilbar sein muß, ist
unabhängig von der WabI der Basis und offenbar identisch mit der
rfl-l
Bedingung, daß A eine Wurzel der Kongruenz y-J- =1 [mod, P)
ist· und man hätte dieses Kriterium auch leicht ohne Hilfe der,
Theorie der Indizes ableiten können. Zugleich leuchtet nun ein, daß
die vorgelegte binomische Kongruenz für po- 8 1 inkongruente Funk-
tionen A möglich ist, und nur für diese.
Quadratische Reste.
15.
Wenden wir die letzten Resultate auf den Fall an, in welchem
ft, = 2 und p ungerade ist (der Fall p = 2 ist leicht zn absolvieren),
80 ergibt sich, daß die Kongruenz
11 =A (mod. P)
stets, aber auch nur dann möglich ist, wenn A eine der I (Jf' - 1)
Wurzeln der Kongruenz
y\<JIC-l) == 1 (mod. P)
ist, die wir quadratische Reste der Primfnnktion P nennen
während die übrigen i(YC - 1) inkongruenten durch P nicht teil-
baren Funktionen quadratische Nichtreste von P heißen; und
jedesmal, wenn A quadratischer Rest von P ist, hat die vorgelegte
Kongruenz zwei inkongruente Wurzeln. Die i (pn - 1) Nichtreste
sind offenbar die Wurzeln der Kongruenz
y~uP-l)= -1 [mod, P).
Doch lassen sich alle diese Sätze auch unmittelbar aus den
ersten Elementen ableiten, und zugleich ergeben sich dann neue Be-
weise für die heiden Sätze, welche denen von Fermat und Wilson
in der Zahlentheorie analog sind. Ist A eine bestimmte, der 'JfI- 1
durch P nicht teilbaren Funktionen, 80 gehört zn jeder beliebigen
F derselben eine, aber auch nur eine F', 80 daß FF' =A (mod. P);
wenn nun erstens A quadratischer Nichtrest von P ist (d, h, wenn
die Kongruenz y =A (mod. P) unmöglich), 80 sind F und F' stets
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inkongruent, und es zerfällt das System sämtlicher p. - 1 Funktionen
F in i (pe - 1) Paare F, F'; woraus leicht folgt, daß
II(F) = AI<p"-l) (mod. P)
ist, wo das Zeichen II dieselbe Bedeutung hat, wie im Art. 12. Ist
aber zweitens A quadratischer Rest, d, 1. ist die Kongruenz
y'J - A (mod, P) möglich, 80 ist einleuchtend, daß diese zwei
Wurzeln von der Form W und - W hat, und das Produkt dieser
beiden Funktionen ist = - A (mod. P); die übrigen p'Jf - 3 Funk-
tionen F zerfallen aber, wie im ersten Falle, in ~(YC - 3) Paare in-
kongruenter Funktionen F, F'; woraus folgt, daß in diesem Falle
II(F) =- Ai eV' - l ) (mod. P)
ist. Da nun 1 quadratischer Rest von P ist, 80 folgt aus dem
zweiten Falle zunächst der Satz
Il(F) + 1 =0 (mod. P),
sodann, daß
A,1(p'1l- 1) == + 1 oder =-1 (mod, P),
je nachdem A quadratischer Rest oder Nichtrest von P ist, und
endlich, daß in heiden Fällen
Ap1t- l = 1 (mod. P)
ist.. Die Anzahl der quadratischen Reste bestimmt sich endlich
folgendermaßen. Man kann die P'" - 1 Funktionen F in i (P" - 1)
Paare von der Form. F, - F zerlegen, woraus folgt, daß es höchstens
I (pt' - 1) inkongruente Quadrate, also auch höchstens ebenso viel
inkongruente quadratische Reste gibt; da aber außerdem je zwei ver-
schiedenen Paaren, wie leicht zn beweisen ist, wirklich inkongruente
Quadrate entsprechen, 80 gibt es in der Tat lc.r - 1) quadratische
Reste und ebenso viele Nichtreste.
16.
Das Zeichen (~) möge +1 oder -1 bedeuten, je nachdem
(die durch die Primfunktion P nicht teilbare Funktion) A quadrati-
scher Rest oder Nichtrest von P ist. Dann leuchten folgende
Sätze ein:
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1. Ist A =B (mod. P), so ist (;) = (~).
2. (A:) = (;)(;) oder allgemeiner: das Produkt aus einer
beliebigen Anzahl von Funktionen (die durch P .nicht teilbar sind)
ist quadratischer Rest oder Nichtrest, je nachdem die Anzahl der
Faktoren, welche Nichtreste sind, gerade oder ungerade ist.
Man kann auch noch ein anderes Kriterium aufstellen, um zu
entscheiden, ob eine Funktion A quadratischer Rest oder Nichtrest
'Von P ist. Teilt man nämlich sämtliche pn - 1 Funktionen F in
l (p' - 1) Paare von der Form. F, - F, und nimmt aus jedem Paare
'Willkürlich eine Funktion, 80 erhält man eine Gruppe von i (pt - 1)
Funktionen F, deren Quadrate sämtlich inkongruent sind, und ebenso
bilden die übrigen iWC - 1) Funktionen - F eine solche Gruppe.
Nun bilde man die Produkte aus jeder Funktion der einen Gruppe
in die Funktion A und bezeichne mit E' die Anzahl derjenigen unter
diesen Produkten, welche Funktionen der anderen Gruppe kongruent
sind; 80 ist leicht zu zeigen, daß
Al"(rP- t ) =(- 1)" (mod. P)
oder (~) = (-Ir ist. Je nachdem. also ,.. gerade oder ungerade,
ist A quadratischer Rest oder Niehtrest von P.
17.
Die Frage: "Von welchen Primfunktionen P ist eine gegebene
Funktion A quadratischer Rest?", welche für die Theorie der qua-
dratischen Formen (mit Funktionen einer Variablen z) von Wichtig-
keit ist, wird vermöge des vorigen Artikels auf den Fall reduziert,
in welchem A eine Primfunktion R (vom Grade ,,) ist. Die analoge
Frage in der Zahlentheorie wird bekanntlich durch den (zuerst von
Ga uß bewiesenen) sogenannten Reziprozitäts-Satz von Legendre be-
antwortet. Diese Analogie, welche sich bisher in allen Prinzipien
und Beweisen bewährt hat, läßt keinen Zweifel an der Existenz
eines entsprechenden Satzes in unserer Theorie übrig. Dieses Theorem
lautet in der Tat
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worin P, R primäre Primfunktionen resp. von den Graden ~, ~
bedeuten, und ( p 1) = (-1)l<p-l) das Zeichen von Legendre ist.
Der Fall, in welchem P, R nicht primär sind, läßt sich unmittelbar
auf diesen zurückführen. Denn bedeutet E irgend eine der p - 1
Einheiten, so ist stets (EAp) = (;). wo A irgend eine durch P
nicht teilbare Funktion ist; und außerdem ist (;) = (;r, wo e
eine Zahl =E (mod. p) und (;) das Zeichen von Legendre ist.
Beide Sätze sind leicht zu beweisen.
Der Beweis unseres Theorems kann ganz analog dem fünften
Gaußschen für den Satz von Legendre geführt werden und stützt
sich dann auf das am Schlusse des vorigen Artikels bewiesene Lemma.
Man betrachtet die vollständigen Systeme inkongruenter Funktionen
(mit Ausnahme derer, welche _ 0 sind) in bezug auf die drei
Moduli P, B, P R, und wählt dazu immer die inkongruenten Funk-
tionen, deren Grade kleiner sind als der des entsprechenden Moduls..
Jedes dieser drei Systeme teilt man in zwei Gruppen von gleich
viel Gliedern ein, deren erstere sämtliche Funktionen F enthält, deren
höchster Koeffizient einer der Zahlen 1, 2, .... , l (p - 1) kongruent
ist, während die andere Gruppe die übrigen Funktionen - F enthält,
deren höchster Koeffizient einer der Zahlen - 1, - 2, .... , -i(P-l)
kongruent ist. Die weitere Einteilung der beiden Gruppen des dritten
Systems, welches sich auf den Modulu8 P R bezieht, in jedesmal
acht Klassen mit Bezug auf die Moduli P, R und die Schluß-
folgerungen daraus bis zu dem letzten Resultat hin, in welchem der
!Ir' Beweis des Theorems enthalten ist, sind denen der zitierten Ab-
handlung von Gauß so ähnlich, daß die vollständige Durchführung
Niemandem entgehen kann. Und hiermit wollen wir diesen Teil




Sei P eine Primfnnktion vom Grade 7f, A eine beliebige Funktion;
bildet man die unendliche Reihe A, AP, Ap', Apl, · .", so muß es
natürlich gesehehen, daß ein Glied AJJ"+" einem früheren Gliede A"-
- 60 -
(~) A, Ap, Ap2, ••• , Ape-l
sämtlich inkongruent, denn aus AY"+ 1& =Ap· würde wieder Apn == A
folgen. Daraus ergibt sich dann leicht, daß, wenn Apft =A ist, n
notwendig durch q teilbar sein muß. Also ist jedenfalls ~ ein Di-
visor von n.
Es fragt sich nun: Passen zn jedem Divisor (J von n wirklich
Funktionen? und wieviele ? - Zunächst leuchtet ein, daß die An-
zahl der (inkongruenten) Funktionen, welche zu f1 passen, ein Multiplum
q.1/J(q) von 11 sein muß (die Null vorläufig nicht ausgeschlossen)-
Denn wenn A zn ~ paßt, so passen auch die €I in dem Komplex (~.)
enthaltenen Funktionen zu Q; ebenso die ~ Funktionen
(~.) B, BI', BpI, .• _, ßpe-1,
wenn B zn. q paßt; und endlich sind zwei solche Komplexe (w.) und
(58.) entweder ganz identisch, oder ganz verschieden in bezug auf
den Modulu8 P.
Ferner ist klar, daß alle zu q passenden Funktionen unter den
Wurzeln der Kongruenz
y"f = Y (mod. P)
zu suchen Bind, und jede Wurzel dieser Kongruenz paßt zu einem
bestimmten Divisor von q. Endlich hat diese Kongruenz in der Tat
~ inkongruente Wnneln, was sich unmittelbar daraus ergibt, daß
~ - 'Y algebraisch durch ypf - y teilbar ist. Und da unter diesen
pe Wurzeln auch sämtliche Funktionen enthalten sind, die zu einem
beliebigen Divisor 6 von Q passen, 80 ergibt sich die Gleichung
E~·1/J(~) = ~,
wo sich das Summenzeiehen auf sämtliche Divisoren ß Ton q be-
zieht. Stellt man nun diese Gleichung für jeden Divisor (J von "
auf, 80 erhält man offenbar ebensoviel Gleichungen, als unbekannte
Zahlen 1/J(cJ) zu bestimmen sind. Für den Fall; daß " eine Potenz a-
nach dem Modul P kongruent ist (im Falle A der Null oder einer
Einheit kongruent ist, wird schon All =A (mod. P}); da ferner
allgemein Ap1l = A (mod. P) ist, so kann man annehmen, daß
m <,,; ist; erhebt man daher die Kongruenz Apf1l + n = Apm zur
Potenz pn-"", 80 ergibt sieh leicht Ap1L =A (mod. P). Sei nun
Q > 0 der niedrigste Wert von n, für welchen dies eintritt, 80
wollen wir sagen: Die Funktion .A paßt zur Zahl~. Dann sind die
q Funktionen
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einer Primzahl a ist, ergibt sich die Auflösung unmittelbar; denn
dann ist, wenn (1.' eine der Zahlen 1, 2, 3, ... , ct bedeutet",
1 .1/J (1) + a·"p (a) + ... + aa' -,p(ac') == r",
1 · 1/1(1) +a - tP (a) + ... +a4 ' - 11/J (aC ' - 1) == paG'-l,
folglich aa'. tIJ(a4 ' ) == paG ' - r": die Anzahl der inkongruenten
Funktionen, welche zn dem Divisor aa/ von n = aB passen.
Doch läßt sich auch die allgemeine Auflösung des Problems
vermöge des folgenden allgemeinen Theorems leicht hinschreiben:
Seien f (m) und F (m) zwei von der ganzen Zahl m in der Weise ab-
hängige Funktionen, daß die letztere gleich ist der Summe der Werte
der ersteren für alle Divisoren von m; 80 läßt sich umgekehrt f(m)
als algebraische Summe einer Reihe von Werten der Funktion F(m)
darstellen. Seien a, b, C, ••• sämtliche voneinander verschiedenen
Primzahlen, welche in m aufgehen,. so ist
. f(m) = F(m) - ~F(:)+IF(~) - IF(a7c) +·..,
wo die Summenzeichen auf der rechten Seite sich der Reihe nach
auf alle Kombinationen zu 1, 2, 3 usw, aus den Primzahlen a, b, c, ..•
beziehen. Und es ist leicht zu sehen, daß dasselbe Theorem auch
gilt, wenn die Funktionen t. F sich auf irgendwelche Elemente m
beziehen, denen jedesmal bestimmte andere Elemente nach denselben
, Prinzipien entsprechen, wie die Divisoren einer ganzen Zahl dieser
Zahl selbst entsprechen.
So folgt aus diesem Satze unmittelbar die Bestimmung der in
der Zahlentheorie gebräuchlichen Funktion
m m m
tp(m) = m-X-a+ X ab-};abc+···
= m(1- ~)(1- ~)(1- ~) ...
aus dem Satze Xrp(ß) = m, wo I alle Divisoren von m zu durch-
laufen hat.
Ebenso ergibt sich aus dem in Art. 10 bewiesenen Satze
z rp (N) = pP die Umkehrung
,,(M) = '? - X'/P-- + X1P-<c.+(1) -EfP-(·+fl+7> + ...
= p'(1- ;)(1-~)(1-;,)...;
denn in diesem Falle war I'(.M) = ~.
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In unserem Falle haben wir f(m) == m· ,p(m) und F(m) = 'J!",
und es ergibt sich also
m m m
m.tJ1(m) = ,?-Xpa+2'pGb_Xpabc+ ...
als die Anzahl der nach dem Modul P inkongruenten Funktionen,
welche zu dem Divisor m des Grades n von P passen; und hier be-
zeichnen wieder a, b, C ••• sämtliche voneinander verschiedene Prim-
zahlen, welche in m aufgehen.
Die Unabhängigkeit dieses Ausdrucks von dem Multiplnm n der
Zahl m und der besonderen Natur der Primfunktion P läßt ver-
muten, daß derselbe eine allgemeinere Bedeutung hat, was sich auch
bald herausstellen wird.
19.
Satz: Die Funktion z1P - x ist nach dem Modul p kongruent
dem Produkt aus allen primären inkongruenten Primfunktionen, deren
Grade Divisoren von n sind. -
Beweis: 1. Die vorgelegte Funktion kann keine einander
kongruenten Faktoren enthalten, da ihre Derivierte einer Einheit
kongruent ist.
2. Sie ist durch jede Primfunktion R teilbar, deren Grad fI ein
Divisor von ,,; ist. Denn es ist zrA =z (mod, R), und wenn man
heide Seiten immer wieder zur Potenz 1fJ erhebt
z =zrA =#e =... =zP" (mod, R~
3. Sie kann keinen Primfaktor von höherem Grade als n: ent-
halten. Denn bezeichnet /(%) eine beliebige Funktion, so ist, wie
leicht zu zeigen, für jede positive ganze Zahl h:
j(z)Ii' = j(xJP) (mod. p).
Ist nun Q irgend ein Primfaktor von xV' - Z, 80 ist also
f(x)P~=f(zPIC) ==:: f(:t) (mod, Q);
mithin sind alle in bezng auf Q inkongruenten Funktionen j(s)
Wurzeln der Kongruenz yp1C =11 (mod, Q), und folglich kann die
Anzahl dieser in bezug auf Q inkongmenten Funktionen nicht gräßer
als '/F, folglich der Grad von Q nicht größer als 3 sein.
4. Der Grad jedes Primfakto18 von zrfC - x ist ein Divisor von
71:. Denn es folgt aus 3., daß die Funktion x in bezug auf eine
Primfunktion Q vom Grade p zma Zahl p selbst paßt (so daß die ",
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Funktionen z, zP, xP2, ••• , XPP-l in bezug auf Q inkongruent sind);
ist daher :;epn =·x (mod. Q), BO muß IL ein Divisor von ~ sein.
5. Die Funktion xP'lJ- x enthält daher alle Primfunktionen,
deren Grade Divisoren von n sind, und nur solche, ferner jede nur
einmal, und da ihr höchster Koeffizient =1 (mod. p) ist, 80 ist sie
dem Produkt aus allen primären Primfunktionen kongruent, deren
Grade Divisoren von 1t sind. W. z. b. w.
20.
Bezeichnet man daher die Anzahl der primären Primfunktionen
von irgend einem Grade ~ mit t/J(q), BO ist
X(J .1/J(q) = 'P',
worin sich das Summenzeichen auf alle Divisoren ~ der Zahl z be-
zieht. Vergleicht man diese Formel mit der im Art. 18, wo die all-
gemeine Auflösung solcher Gleichungen gelehrt ist, so ergibt sich,
daß die Funktion tP hier wie dort für gleiche Argumente stets den-
selben Wert hat; und es ist nun auch nicht schwer, die Identität
der Bedeutung derselben in beiden Untersuchungen nachzuweisen.
Zunächst ziehen wir aus der im Art. 18 entwickelten Form für
m .1/J(m) den Schluß, daß es in der Tat Primfnnktionen von jedem
Grade m gibt; denn wäre die rechte Seite == 0, so könnte man sie
m
durch ihr letztes Glied pCbC ••• dividieren, woraus folgen würde, daß
die Zahl 1 als algebraische Summe einer Reihe von Potenzen einer
Primzahl p(> 1) darstellbar wäre, was unmöglich ist, da 1 nicht
durch p teilbar ist; und negativ kann m .1/J(m) seiner Bedeutung
nach nicht sein.
Sei nun P eine primfunktion vom Grade ";, und .A eine Funk-
tion, welche in bezug auf den Modwus P zu dem Divisor ~ von 1t
paßt. Dann sind die Koeffizienten sämtlicher Potenzen von y in
dem Produkte
(y- A) ts - AI') (11 - Al") ... (1/- Ape-l)
nach dem Modwus P Zahlen kongruent. Denn jeder Koeffizient
ist eine symmetrische Funktion der ~ Funktionen A, Ap, ..., Apf-l
und bleibt daher sieh selbst kongruent, wenn man z durch :dJ er...
setzt, d. h. er ist eine Wurzel der Kongruenz 'JI" =11 (mod. P). Mit
anderen Worten, diese Gruppe von f Funktionen, welche zn dem
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B(y) =0 [mod, P)
vom Grade ~, deren Koeffizienten von z unabhängig sind. Um-
gekehrt läßt sich aber auch leicht zeigen, daß, wenn eine Kongruenz,
deren Koeffizienten von x unabhängig sind, eine Wurzel A besitzt,
welche zn dem Divisor Q von 1t paßt, sie auch die übrigen ~ - 1
Funktionen Ap, Ap2, .•. , Ap{)-l zu Wurzeln haben muß (ein Satz, der
sich leicht verallgemeinern läßt). Daraus folgt, daß R(y) nach dem
Modul p nicht in Faktoren niedrigen Urades zerlegt werden kann,
oder, mit anderen Worten, daß R(x) eine Primfunktion vom Grade q
ist. Die identische Kongruenz
yp'lt _ Y =II(y -F) (mod. P)
führt daher, wenn man die Faktoren, welche eine Gruppe zusammen-
gehöriger zu einer und derselben Zahl passender Funktionen F bilden,
jedesmal in einen Faktor zusammenzieht, zur Zerlegnng der Funktion
y1J1C _ Y in ihre irreduzibeln Faktoren in bezug auf den Modulu8 p.
Auf diese Weise ist der Zusammenhang der Betrachtungen des Art. 18
mit der Bestimmung der Anzahl der Primfunktionen vollständig dar-
gelegt.
21.
Sei nun M eine beliebige Funktion vom Grade "" und zwar
M = E AaBbOc •.. (mod. p),
worin E eine Einheit, A, B, 0 etc, inkongruente primäre Prim-
funktionen resp. von den Graden Cl', 13, " ete, sind. Sei ferner 1C
irgend eine durch sämtliche Zahlen '"', (j, " etc. teilbare Zahl und
P eine Primfunktion vom Grade x: Dann hat nach dem Vorher-
gehenden jede der Kongrnenzen
A(y) =0 (mod, P), B(y) =0 (mod. P), ete.
ebensoviel inkongruente Wuneln, als ihr Grad beträgt, und zwar ist
der Grad die Zahl, zu welcher die Wuneln passen. Daraus folgt,
daß man stets eine identische Kongruenz von der Form.
M(y) = E{ll(y-A')}a{ll(y-H)}b ... (mod. P)
aufstellen kann, in welcher
II(y - A1 = (y - A')(y - A'p) .•. (y - A'pG-l)
und A' eine Funktion ist, welche zum Divisor a von" paßt.




Man kann endlich auch das Produkt aller primären Primfunk-
tionen eines bestimmten Grades m isoliert darstellen, mit Hilfe eines
Satzes, welcher dem im Art. 18 ohne Beweis angeführten analog ist
und durch einen logarithmischen Übergang leicht aus diesem ab-
geleitet werden kann. Dazu führt folgender Gedankengang. Sind
G, b zwei ganze positive Zahlen, und ist c < b der bei der Division
von a durch b bleibende (nicht negative) Rest, so ist XC - 1 der
Rest, welcher bei der algebraischen Division von xa - 1 durch
xb - 1 bleibt; und dies bleibt auch noch richtig, wenn man für x
eine beliebige positive ganze Zahl p einsetzt. Ist daher h der größte
gemeinschaftliche Teiler von a, b, 80 ist algebraisch zh - 1 der
größte gemeinschaftliche Teiler von zG - 1, zb -1; und ebenso ist
im gewöhnlichen Sinne ph - 1 der größte gemeinschaftliche Teiler
von 'JP - 1, rP - 1. Daraus folgt durch abermalige Anwendung
desselben Satzes, daß algebraisch X,!&-l - 1 der größte gemeinschaft.-
liehe Teiler von zpa-l - 1, X Pb_ 1 - 1, und also auch x pla - x der
größte gemeinschaftliche Teiler von xpo - X, x Pb - x ist.
Sei nun m irgend eine positive ganze Zahl, welche durch keine
anderen Primzahlen als a, b, C, • •. teilbar ist, 80 folgt aus den vor-
hergehenden Prinzipien, daß
m m tR
(xp tR _ x):II(xpa - x) X Il(XPdb - x):H(XPmbC - z) X···
eine ganze Funktion ist; hierin bezieht sich das Produkt-Zeichen Tl
der Reihe nach auf die verschiedenen Kombinationen m 1, 2, 3 U8W.;
und die mit einander abwechselnden Divisions- und Multiplikations-
zeichen beziehen sich jedesmal nur auf das zunächst folgende Produkt.
Nehmen wir nun hierin p als Primzahl an, 80 ergibt sich BUS
den vorhergehenden Artikeln, daß die nach dem soeben bezeichneten
Gesetz gebildete ganze Funktion in bezug auf den Modul p kon-
.gruent ist dem Produkte aus allen inkongruenten primären Prim-
funktionen vom Grade m; Der Grad dieser Funktion ist, überein-
stimmend mit Art. 18, gleich
.. '" .
p""-Epa +XpGb_L'pdbC+ •.••
Die gemeinschaftliche Quelle des im· Art. 18 angeführten und
des analogen soeben benutzten Satzes ist folgende. Sei 111 irgend
Dedekind t Gesammelte Werke, I. 5
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eine ganze Zahl, ferner a, b, C, ..... , k sämtliche voneinander ver-
schiedene in m aufgehende Primzahlen; man bilde zwei getrennte
Komplexe D, D' von Divisoren der Zahl m nach folgendem Prinzip..
In den Komplex D nehme man zunächst alle Divisoren der Zahl m
auf; in den Komplex D' alle Divisoren von m, alle Divisoren von
a
~ USW.j dann wieder in den Komplex D alle Divisoren von ,:, von
m , von bm usw.; dann wieder in den Komplex D' alle Divisoren von
ac c
mb usw.., bis man endlich auch alle Divisoren von -bm -k ent-(J c a c .....
weder in den Komplex D oder in den Komplex D' aufgenommen
hat, je nachdem die Anzahl der Primzahlen G, b, C, ••• , k eine ge-
rade oder ungerade ist. Dann ist leicht zu zeigen, daß jeder Divisor
der Zahl m ebenso oft in dem einen wie in dem anderen Komplex
vorkommt, mit Ausnahme des Divisors m selbst, der lediglich und
nur ein einziges Mal in dem Komplex D vorkommt. Es bedarf nur
eines Blickes, um hieraus die Umkehrungen der Gleichungen
;Ej(ß) == F(m) oder nf(ß) = F(m)
abzuleiten, in welchen das Summen- oder Produkt-Zeiehen X oder II
sich auf sämtliche Divisoren ß einer belie bigen Zahl m bezieht;
diese Auflösungen sind in den Formeln
j(m) = F(m)-XF(:)+XF(;6) - ...
oder
j(m) = F(m):l1F(;) X llF(~): ...
enthalten.
Göttingen, im Oktober 1856.
Erläuterungen zur vorstehenden Abhandlung.
Die Resultate dieser Abhandlung befinden sich schon zum größten Teil in
den in der Einleitung erwihnten Abhandlungen von GaI0 i s, Se rr e t und Sch öDe -
mann; bei Galois und Serr.et werden aber die Resultate unter AnwendUDg d~
Galoissehen Imaginlren, bei Seh önemann durch eine algebraische Betrachtungs-
weise unter Anwendung des FUDdamentaJsatzes der Algebra abpleitet. Dedekind
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reduziert hier die Theorie aul ihre einfachste, rein zahlentheoretische Form, wo-
durch auch die ganze Theorie der Ga 10 i s sehen Imaginären überflüssig ge-
macht wird.
Der Restbereich für den Doppelmodul (modd. p, P (x») (P{x) Primfunktion
[mod, p) vom Grade n] bilden offenbar einen endlichen Körper (Galoissches
Feld) von der Charakteristik p mit p'JJ Elementen. Nach einem bekannten Satz von
E. H. Moor e (Papers read at the international mathematical congress, Chieago
1893 (1896), S. 208-226) ist jeder endliche Körper mit einem solchen Restbereieh
(modd. p, P(x) isomorph und die vorstehende Dedekindsche Abhandlung gibt
daher sogleich die arithmetische und zum Teil die algebraische Theorie der end-
lichen Körper. Für die algebraischen Eigenschaften der endlichen Körper und
ihre Erweiterungen muß auf die Arbeit von E. Steinitz, Algebraische Theorie
der Körper, Journ. f. Math., Bd. 137 (1910) hingewiesen werden.
Zuletzt sei noch erwähnt, daß diese Abhandlung eine wichtige Grundlage
für die spätere Arbeit: fIber den Zusammenhang zwischen der Theorie der Ideale




Beweis für die Irreduktibilität der KreiBteüungs-
Gleichungen.
[Journal für reine und angewandte Mathematik, Bd.54t S. 27-30 (1857)}.
Nachdem Gau ß [*)] zuerst die Ineduktibilität der Gleichung
~p - 1 = 0 für den Fall bewiesen hatte, daß p eine Primzahl ist,
x-I
lag es nahe, einen ähnlichen Satz zu vermuten, welcher sich auf die
Teilung des Kreisumfangs in eine beliebige Anzahl m gleicher Teile
bezieht. Dieser Satz wird so lauten:
"Die Gleichung vom Grade cp(m), welche sämtliche fJJ(m)
primitive Wurzeln der Gleichung xm = 1 zu Wurzeln hat,
ist irreduktibeL"
Dem Beweis von Gauß folgte zunächst eine Reihe anderer von
Kronecker, Schönemann, Eisenstein, die auf wesentlich ~er­
schiedenen Prinzipien beruhen, sich aber sämtlich auf denselben ein-
fachsten Fall beziehen, in welchem m eine Primzahl ist. Doch sieht
man leicht, daß diese Prinzipien auch noch auf den Fall anwendbar
sind, in welchem m nur durch eine einzige Primzahl teilbar, also
eine Potenz dieser Primzahl ist, und namentlich wurden die Beweise
von Kronecker und Eisenstein in diesem Sinne von Berret ver-
allgemeinert. Allein diese Prinzipien reichen nicht mehr aus, sobald
die Zahl m durch mehrere Primzahlen teilbar ist, weil dann die in
Rede stehende Gleichung in verschiedener Hinsicht einen wesentlich
anderen Charakter annimmt. Auf diesen Punkt hat zuerst Kron-
ecker[**)] in einer Abhandlung aufmerksam gemacht, welche zugleich
den ersten Beweis des obigen, und zwar noch verallgemeinerten Theorems
enthält. Obgleich nun dieser Satz für die algebraische Auflösung der
Gleichung X- = 1 nicht gerade erforderlich ist, da diese bekannt-
lich immer auf den Fall zurückgeführt werden kann, in welchem m
die Potenz einer einzigen Primzahl ist, 80 verdient doch vielleicht
[*) Ein vollständiges Literaturverzeichnis über die verschiedenen Beweise ftir
die Irreduzibilität der Kreisteilungsgleichung findet man in: DicksOD, MitchelI,
Vandiver, Wahliu, Algebraic numbers § 13. Bulletin of the National Research
Council, Val. 5, part 3, no.. 28 (1923)].
[**) L. Kronecker, Memoire sne les facteurs irreduciibles de l'expression
xn - 1. Jonm.. de Math .. Bd.19, S. 177-192 (1854)]..
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ein neuer Beweis desselben, der sich durch seine Einfachheit aus-
zeichnet, die Aufmerksamkeit derjenigen Mathematiker, welche sich
mit diesem Teile der Algebra beschäftigen.
1.
Der neue Beweis stützt sich auf elementare Sätze über die Kon-
grnenzen höherer Grade, und ich werde mich in dieser Beziehung
auf den vorstehenden Aufsatz über die Theorie derselben berufen;
außerdem benutze ich noch den folgenden zuerst von Schönem ann [*)]
bewiesenen Satz: Ist
1(:1:) = (x - r.c)(x -J- fJ) .•• (x - A)
eine ganze rationale Funktion mit reellen ganzzahligen Koeffizienten,
p eine absolute Primzahl und
fl (z) = (x - ttp)(x - ßP) ... (x - Ä,p),
so sind die Koeffizienten dieser letzteren Funktion ebenfalls ganze
reelle Zahlen, und zwar den entsprechenden Koeffizienten von f(x)
kongruent nach dem Modulus p, in Zeichen
It(x) = fex) (mod. p).
Für den direkten Beweis dieses Satzes, welcher eigentlich nur eine
sehr spezielle algebraische Anwendung der genannten Theorie der
höheren Kongruenzen ist, mag hier folgende Bemerkung genügen.
Sieht man a, (J, ••. , A als ganz unbestimmte Größen an und be-
zeichnet mit A und Al irgend zwei einander entsprechende Koeffi-
zienten der beiden Funktionen f(x) und t, (z), so leuchtet .ein, daß
man Ap === At +pA2 setzen kann, worin Al und Ai ganze, ganz-
zahlige und zugleich symmetrische Funktionen von «, {J, ••• , A und
folglich auch (nach dem Fundamentalsatze über die Transformation
symmetrischer Funktionen) ganze und ganzzahlige Funktionen der
Koeffizienten A von J(x) sind. Sind daher diese Koeffizienten ganze
reelle' Zahlen, 80 erhält man AI =At (mod. p), und nach dem
Fermatschen Satze also auch A =Al (mod. p), was zn beweisen war.
2.
Es sei nun a irgend eine primitive Wunel der Gleichung X- = 1
und fez) der durch x -« teilbare irrednktibele Faktor Ton X'" - 1,
dessen rationale Koeffizienten sämtlich ganze Zahlen sein müssen,
[.) Th. SchönemanD, Gnmddp einer all~eiDeD Theorie der höheren




wenn der der höchsten Potenz von z gleich Eins angenommen wird
(Disqu, Arithm. Art. 42). Der zu beweisende Satz ist dann identisch
mit dem folgenden: "Die Gleichung f(x) == 0 hat zu Wurzeln
sämtliche tp(m) primitive mte Wurzeln der Einheit, und
keine anderen." Der Beweis des letzteren Teiles dieses Satzes
hat keine Schwierigkeit, soll aber doch der Vollständigkeit halber
hier nicht übergangen werden. Ist ar irgend eine Wurzel der Gleichung
f(x) = 0 - und in dieser Form sind ja alle ihre Wurzeln ent-
halten -, so folgt in bekannter Weise aus der Irreduktibilität von
I (x), daß jedes Glied der Reihe ar, ar2, «', ... eine Wurzel .der
Gleichung ist, und daß in dieser Reihe früher oder später einmal
ein Glied ar' kommen muß, welches == IX ist; daraus folgt aber
rn =1 (mod. m), und es ist daher r relative Primzahl gegen m,
und folglich (Ar ebenfalls eine primitive mte Wurzel der Einheit.
Ungleich schwieriger ist der Nachweis des ersten Teiles, daß
nämlich umgekehrt jede primitive mte Wunel der Einheit (d, h.
jedes a.r , wenn r relative Primzahl gegen m ist) der Gleichung
j(x) = 0 genügt; doch kann man das Problem sogleich auf den
einfachsten Fall reduzieren, in welehem v eine absolute Primzahl ist,
die natürlich nicht in m aufgehen darf. Ist nämlich bewiesen, daß
f1!, CI! der Gleichung I(z) = 0 genügen, 80 muß auch ar · • ihr ge-
nügen; denn da der Annahme nach a der rationalen Gleichung
I (zr) = 0 genügt, so muß ihr auch jede andere Wurzel IX' der
irrednktibeln Gleichung f (x) = 0 genügen. Offenbar braucht also
nur noch gezeigt zu werden, daß jedes a P der Gleichung fez) == 0
genügt, wenn p eine absolute Primzahl ist, welche nicht in m aufgebt.
3.
Um dies zu beweisen, bemerken wir, daß die Wurzeln der
'irrednktibeln Gleichung /1(X) = 0, welcher aP genügt, mit den pten
Potenzen der Wurzeln der Gleichung f(x) == 0 übereinstimmen
müssen; denn da «,11 ebensowohl eine rationale Funktion" von lI, wie
umgekehrt « von rJ1' ist (nämlich = (<<,)V, wenn pp' =1 (mod, m).
80 müssen die Grade der beiden Funktionen f (e) und /1 (z) einander
gleich sein. Setzt man daher
/(x) = (z - a)(z --IJ) (z -1),
'1(%) = (x-mP)(z-{Jp) (2:-1P)
On.
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und folglich nach dem oben bewiesenen Satze von Schönemann
fl(X) == fex) (mod, p). .
Und aus dieser Kongruenz zwischen den beiden Funktionen fex)
und /1 (x) folgt auch ihre Identität. Denn nehmen wir an, die
beiden irreduktibeln Funktionen I(x) und 11 (x) sind nicht identisch,
80 können sie auch keinen gemeinschaftlichen Faktor haben, und
folglich ist xm - 1 durch ihr Produkt teilbar, da zm - 1 sowohl
durch I(x) als auch durch II(x) teilbar ist. Es wäre daher zM- 1
einem Produkt von Faktoren gleich, unter denen mindestens zwei
einander nach dem Modulus p kongruent wären. Dann müßte (zn-
folge Art. 6 des vorstehenden Aufsatzes über die höheren Kongmenzen)
die Funktion zm - 1 mit ihrer ersten Derivierten mxm- 1 nach dem
Modulns p gemeinschaftliche Divisoren haben; da aber m nicht durch
p teilbar, und folglich mzm-1 auch nicht =0 [mod, p) "ist, 80 hat
mxm- t nach dem Modulus p nur solche primäre Primfaktoren, welche
=x sind; und offenbar hat x'" - 1 keinen solchen Primfaktor nach
dem Modnlus p, da sonst für x = 0 auch zr" - 1 = 0 werden
müßte, was ja nicht der Fall ist.
Mithin sind die beiden Funktionen f(x) und 11 (z) identisch;
jedes a P und folglich auch jedes ar genügt also einer und derselben
irreduktibeln Gleichung f(x) === 0, wenn r relative Primzahl gegen
mist. W. Z. B. W.
Göttingen, im Oktober 1856.
Erläuterungen zur vorstehenden Abhandlung.
Der vorliegende De d e kind sehe Beweis der Irreduzibilität der allgemeinen
Kreisteilungsgleichung ist in bezug auf Einfachheit dem 8.68 zitierten Kronee ke r-
sehen Beweise überlegen, obwohl die Verallgemeinerungant die Irreduzibilität in
Körpern, deren Diskriminante zu m relativ prim ist, nicht 80 einfach wird. Der
Dedekindsche Beweis ist inH. Weber, Algebra, 2. Auß. (1898), Bd. 1, S. 596-600
reproduiert.
F. MerteDs (SitnDgsber. d. Akad. d. \Vi•• in Wien 1905, na , 8.1293-96)
hat eine Vereinfachung des D ed e kiD dsehen Beweises vorgesehlagea, indem .er
direkt beweist, daB wenn r zu tri relativ prim ist, dann (zr) algebraisch darch f{~)
teilbar sein muJI (Bezeiehnuug VOD § 2). Das De d ekin dsehe PriDsip ist ..eh im
Beweise von H. Spith (Xatb.. Zeitachr. Bel. 26, S.442-444 (1927» uge1rUdt.
Aber die De de kindsche VereiDfaehung, daß ,. als Primzahl aagenommen werdeJl
dar( ist VOD diesen Autonn nicht tlbemommeD.
vrr,
Ableitung der allgemeinen Form der Kugelfunktionen.
[Vierteljahrsschrift der naturfolschenden Gesellschaft in Zürich, 1859, S. 346-362.]
1.
Dieses Problem ist auf verschiedene Arten von Laplace, Jacobi,
Dirichlet behandelt; im folgenden soll ein mehr elementarer Weg
eingeschlagen werden, Wir gehen von nachstehender Definition aus:
"Unter einer Kugelfunktion nter Ordnung wird jede ganze rationale
Funktion Y der drei Kugelkoordinaten
C08 8, Bi"" 8 C08 tp, Bin8 Bin ep
verstanden, welche der partiellen Differentialgleichung
(I) ( 1) · Y d ( · a dY) 1 tPYn n + &lA8· + tL8 Btnv tL8 + 8111,.9 tLrpl = 0
Genüge leistet." Bekanntlich ist dann sowohl 11 = f" Y, als auch
v = ,,- (n + 1) Y eine Lösung der Differentialgleichung
(11) • d ( I dv) d (. av)' 1 d'v_8111,8· tL() () tLf + a8 ,ftn8 d9 + rin8 tLrpl - 0
oder, als Funktion der drei rechtwinkligen Parallelkoordinaten
~ = fJ C08 8, '1 = ~ Bin 8 C08 tp, t == ~ &in 8 Bin cp angesehen, eine
Lösung der Gleichung
dfJ 1) dS 1J tJ:A v
(ID) tL~1 + d't'l + dtll = O.
Wir wollen indessen lediglich die Gleichung (I) unserer Untersuchung
zugrunde legen.
2.
Da Y eine ganze rationale Funktion von 008 9, sm· 8 C08 tp,
8in 9 Bin f(J, also eine Summe von Glied~m der Form.
OC1A8t . COI r an 8fJ + '1C08 " M rpf
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sein 8011, worin (x, {J,,, ganze positive Zahlen oder Nnll sind, eine
solche Funktion aber infolge der Identität
C088s + (sin8C08cp)2 + (Bin88mtp)2 = 1
auf unendlich viele verschiedene Arten umgeformt werden kann, ohne
diesen Charakter zn verlieren, so ist es zweckmäßig, zunächst eine
Normalform festzusetzen, in welche jede solche Funktion stets, und
auch nur auf eine einzige Weise, gebracht werden kann, und welche
umgekehrt auch keine anderen als solche Funktionen enthält.
Zu einer solchen Darstellongsform. gelangen wir leicht durch die
folgende Bemerkung. Aus den Formeln für die Umwandlung der
Produkte 2 Bina sin b, 2 C08 a C08 b, 2 sin a C08 b in eine Summe zweier
Kosinus oder Sinus ergibt sich bekanntlich, daß man stets, je nach-
dem " gerade oder ungerade ist,
COBrpflBinrpf = aC08({J + y)tp + 01 C08(1J +" - 2)"
+a. C08 (fJ+ " - 4) tp + ...
oder
C08 tpflsi""ql' = bsi", (" + y) " + 61 Bin(tJ + r - 2) fP
+ bl Bin(ß + l' - 4) tp + ...
setzen kann, worin G, G l , a, ... und b, b., b, ... bestimmte Zahl-
koeffizienten bedeuten. Da nun ferner
Bin 8P+r = (1- 00882) stn8P+ )'-2 = (1- cos8i ) ' Bin8~+r--' == ...
ist, 80 leuchtet ein, daß man jedes einzelne Glied einer rationalen
ganzen Funktion von C08 8, .!in 9 C08 (JJ, Bin 8 Bin cp und folglich auch
die ganze Funktion selbst in die Form
(1)
,=k
~ (y,C088 tp + z,sin 8cp) sin~
'=0
bringen kann, wo y, und z, rationale Funktionen Ton C08 8 sind
und k den größten Wert von p+" bedeutet.
Daß einerationale ganze Funktion von C08 8, sin 8 C08 tp, si",8 Bin cp
nur auf eine einzige Weise in diese Form gebracht werden kann, d, h.
daß zwei solche Summen Ton der vorstehenden Form (1) nur dann
identisch sein können, wenn die einselnen Glieder, also auch die
Funkttionen 1/" z. der einen Summe mit den entsprechenden der
anderen Summe identisch sind, ist bekannt und läßt sich am kürzesten
durch Multiplikation mit eoB8,,· tltp, oder mit an 8fJ • d" und
Integration zwischen den Gransen 0 und 2 s beweisen.
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Daß endlich umgekehrt jede solche Summe von der Form (1)
auch eine ganze rationale Funktion von 008 8, Bin @ C08 cp, Bin @) Bin cp
ist, folgt unmittelbar aus dem Moivreschen Satze
sin 8' C08 8 <p +i Bin8' Bin 8 rp == (Bin 9 cosep + i sin 8 BinfJJ)',
worin i = V- 1 ist.
Also ist die Form (1) eine solche oben verlangte Normalform.
3.
Wir haben jetzt die allgemeinste Form der rationalen ganzen
Funktionen Y., z. von 0088 zu suchen, für welche der Ausdruck (1)
eine Kugelfunktion nte r Ordnung wird, d, h. der Differentialgleichung (1)
genügt. Bezeichnen wir zur Abkürzung C08 8, soweit diese Größe in
den Funktionen Ys, z, vorkommt, mit x, so daß also i/,z = - sin 8 · d8
ist, und unterwerfen Wirden Ausdrnck (1) der Differentialgleichung (I),
80 erhalten wir (da nach dem Vorhergehenden der Koeffizient von
C088tp, sowie der von Bin8qJ in der entstehenden Gleichung für sieh
== 0 sein muß) das Resultat, daß die beiden rationalen ganzen
Funktionen Y., z, von z.= 008 8 Lösungen der linearen Differential-
gleichung 2te r Ordnung
du d,2u[8] [n(" + 1) - 8(8+ l)]u - 2(8 +1) x:r. + (1- zI)Y"i = 0
.f.6Z tl'Z
sein müssen.. Und umgekehrt leuchtet ein, daß dann der Ausdruck (1)
eine Kugelfunktion n ter Ordnung sein wird.
Diese Differentialgleichung [8] wollen wir nun untersuchen, dabei
aber auch die Fälle betrachten, in welchen 8 eine negative ganze
Zahl ist, während wir n stets als ganze positive Zahl oder Null
voraussetzen. Durch Differentiation der Gleichung [8] erhalten wir
du rPu d3 1J,[n(n + 1) - (8+ 1)(8 +2)]dx - 2(8+2)x dz' +(l-r) d,:r;i = 0,
woraus unmittelbar der Satz folgt: Genügt 'U der Gleichung [8], so
genügt ~: der Gleichung [B + 1],und folglich ::; der Gleichung [B+ r],
wenn r eine beliebige ganze positive Zahl. bedeutet.
Nun finden wir aber für 8 = - (n + 1), daß das allgemeine
Integral der Gleichung
du d'u(-(n+ 1)] 2n:t d,z + (l-:C')dr = 0
die Funktion
e f(xl - lyaa:a: + Cl
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ist, folglich ist nach dem eben bewiesenen Satz
d'fl+B(x2 - l)n
c = cIJn+'(x' - l)ndxn +B
eine Lösung der Gleichung [8], und zwar ist diese Lösung eine ganze
rationale Funktion von a: Sie gilt für alle ganzen Zahlenwerte von 8
zwischen - n und + n:
Jetzt soll noch bewiesen werden, daß für alle ganzen Zahlwerte
von 8 zwischen 0 und +n jede rationale ganze Auflösung der
Gleichung [8] in der eben gefundenen Form enthalten ist. Denn,
wenn y und z irgend zwei von Null verschiedene Lösungen der
Gleichung [8] sind, also
[",(n.+ 1)-8(8+ 1)]y-2(8+ I)X:: +(I-r)~~= O.
, dz tPz[n(n + 1) - 8(8 + 1)] z - 2(8 + l)x dx + (1- x'') dx~ == 0
ist, so folgt hieraus unmittelbar
{ d Y d z } s { iPy d
2
Z \
-2(8+1)x z--y- +(l-x) z--y- -0dx dx dzi dzlJ - ,
und da
d'J y di Z d { dy dZl
Z dx2 - Y dx2 == dx Z dx - y dx J
ist, so erhält man durch Integration
dy dz OmMt
zdx -Yd x == (r-l)'+l
Sind nun y und z ganze rationale Funktionen von x, und ist 8 eine
der Zahlen 0, 1, 2, ... n, so kann diese Gleichung nur bestehen, wenn
Oonat = 0 ist; daraus folgt
dy d,z
z dx == y dz' Z == Oonst·lI,
was zu beweisen war.
Da auf diese Weise die allgemeinste Form der Funktionen y" z,
für ein positives 8 =< fl. gefunden ist, 80 fragt sich nur noch, ob
auch für 8 > ft. ganze rationale Lösungen der Gleichung [8] existieren.
Nimmt man an, daß r der Grad einer solchen Lösung sei, 80 erhält
man unmittelbar durch Einsetzen in die Differentialgleichung [8] und
Vergleiehnng der Koeffizienten von ~ die Gleichung
n(n + 1) - 8(8 + 1)- 2(8 + 1)r - t*(r-1) = 0
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oder
n(n+l)-(r+8)(r+8+ 1) = 0,
woraus
r + 8 == n oder = - (n + 1)
folgt. Ist daher 8 > 1t, 80 würde in heiden Fällen r negativ aus-
fallen; also existiert keine solche Lösung.
Auf diese Weise haben wir als die allgemeinste Form einer
Kugelfunktion 'fl,kr Ordnung
,=n
y = ~ (fX"C088qJ + fJ,sin8q»J)n+11 (x2 -1)71. Bin8'
'=0
gefunden, in welcher fX", ßIl ganz willkürliche Konstanten bedeuten,
deren Anzahl == 2 n + 1 ist, und wo z == C08 6 ist.
4.
Obgleich im vorhergehenden die ursprüngliche Aufgabe ihre voll-
ständige Lösung erhalten hat, so wird es doch nicht unangemessen
sein, die schönen Sätze von Jacobi n, a, aus derselben Quelle, aus
der Differentialgleichung [8] abzuleiten.
Ist 8 eine ganze Zahl zwischen 0 und + 11, 80 folgt aus dem
vorigen Artikel, daß
.vn-a(zS - 1)"
eine Lösung der Difierentialgleiehung [- 8] ist; diese ganze Funktion
ist offenbar teilbar durch (xl - 1)'; setzen wir daher
J)n-'(zI- 11' = (r - l)'w,
und Buchen wir die ganze Funktion w zu bestimmen.
Setzen wir, ganz abgesehen von der dem w beigelegten speziellen
Bedeutung, den Ausdruck (:r -l)'w in die Differentialgleichung [- 8]
ein, so ergibt sich, daß w der Gleichung [8] genügen muß, woraus
der allgemeine Satz folgt: Wenn 10 der Differentialgleichung [8]
genügt, 80 genügt (zS - l)'w der Differentialgleichung [- 8],
und umgekehrt.
Dies auf unseren Fall angewendet (in welchem 0 < 8 < + 11)
gibt das Resultat, daß die ganze Funktion




J(1 - xI)"dx = x(1 - :t')" + 211. r(1- r)"-ldx2n+l 2n+lJ
ist, so ist
+1 +1r 2 n J 2n (21l - 2) ... 4:. 2J(1- xi)"dx = 2 11.+ 1 (1-x')"-ldx = (211.+ 1)(211.-1) ... 5.3 · 2,
-1 -1
folglich + 1J[.Da(xi- 1)"]ldx = 211.~ 1 · [2..ll(n)]t.
• -1
Setzt man dies in die vorige Gleichung ein, so erhält man durch
Vergleichung der Koeffizienten von xn +, auf heiden Seiten, den Satz
von J acobi:
p.-'(x' - 1,. = II (11. - 8) (Xl_ 1)'.D"H (x' - 1)"
1I(n+8) ,
der zwar nur für 0 < 8 < 11, bewiesen ist, dessen Richtigkeit aber
unmittelbar auf das ganze Intervall - n < 8 < + 11, übertragen
werden kann.
Durch wiederholte teilweise Integration findet man leicht, daß
+1 +1JD-(r-1r.D"(:r-l)ndx=(-1)'JTJm-' (xi -Irt»» 8 (r~ l)"dz
-1 -1
+1
== (-IrJ(zi - 1)'"Dn+M(r - l)ndz
ist. Hieraus folgt unmittelbar - 1
+1J.l)tn (z2 - 1)-.l)n(r - lraz == 0,
-1
"renn m > 11., und folglich auch, da die linke Seite symmetrisch in
bezug auf m und 11 ist, wenn m < n. Ist aber m = n, so folgt
+1 +1
f[J)n (xI- l)-]ld% = 11(2 n). J(1 - r)n d z ;
-1 -1
also
Wir bedürfen endlich noch des Wertes von ])A+'(XJ - 1)" für
x == 1, den wir mit A, "bezeichnen wollen. Da IJta+'(z' - Ir der
Differentialgleichung [a] genügt, 80 ergibt sich
[n(", + 1) - 8(8 + 1)]h, - 2(8 + 1)1.+ 1 = 0,
__ 2(& + 1) _ II(n + 8) . 2" H(n)
h8-(n_a)(n+l!+I)h.+ 1 - lI(n-8) 2'0(8)'
da AR = n(2n) ist..
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5.
Nehmen wir auf einer mit einem Radius = 1 beschriebenen
Kugelfläche einen bestimmten Punkt p als Pol eines Polarkoordinaten-
systems, indem wir mit 8 die Polardistanz pp, irgend eines Punktes p,
der Kugelfläche, mit fJJ den Winkel bezeichnen, den der Meridian pp,
mit einem festen Meridian bildet, 80 kann jede Funktion /(8, cp) von
8, qJ innerhalb der Grenzen 0 < e < 1f, 0 < cp < 2 n, als Funktion
des Ortes eines Punktes p. auf dieser Kugelfläche angesehen werden..
Es sei nun (J ein beliebig begrenzter Teil dieser Kugelfläche, da ein
unendlich kleines Element seiner Begrenzung, N die in d 8 nach innen
errichtete sphärische Normale; ferner mögen Y, Z zwei Funktionen
von 8, rp sein, welche nebst ihren ersten partiellen Derivierten inner-
halb des Gebietes (1 endlich und stetig sind. Dann findet man
JJ {d ( · dY) d ( 1 dY)} J «ra8 Zaan@ aB + arp Z 8'6n8 atp tl8arp =- ZdN as,
worin das Doppelintegral linker Hand über alle Werte 8, q> aussu-
dehnen ist, denen Punkte innerhalb fS entsprechen, während rechts
die Integration sich über die ganze Begrenzung 8 von d erstreckt
und ;; die in der Richtung der nach innen errichte~Normale N
genommene Derivierte von Y bedeutet. Um sich von der Richtigkeit
dieses Satzes zu überzeugen, braucht man nur an jedem der heiden
Teile links eine Integration ausznführen.
Andererseits .ist aber
d ( . dY) d ( 1 dY)
dB Z 8m8 dB + df/1 Zain8 tlqJ
{ d (.. dY) 1 tfJy} . dZ sr 1 dZ er .= z de 8$n8 a8 + ainS aqJ2 + aan8 d8 d8 + Mn8 atp tlf/1 ;
ist daher Y eine Kugelfunktion "tu Ordnung, also
d ( . a dY) 1 tPY ( .
aB aanO'd8 + 8'6n,8 arp2 = -n n+ l).nnS·Y,
so erhalten wir folgenden Satz:
J j-{dZer 1 dZ dY} J sr(IV) n(n+1) ZYdcs- a8tlS +Bin8'tlqJdtp tlcs= ZtlN d8,
worin dd = si.", 8 d8 dtp ein unendlich ,kleines Element von t1 be-
deutet, und die Integrationen links über f1, :rechts über die' Be-
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grenzung 8 von (} auszudehnen sind. Für Z === 1 erhalten wir das
Resultat
(V) n(n+l)JYdl1 = J;~d8,
(Vn
und diese Gleichung ist nur als eine Transfonnation der Fundamental-
gleichung (I) anzusehen, welche sich umgekehrt wieder aus (V) ab-
leiten läßt, sobald man für (J das von zwei unendlich nahen Parallel-
kreisen (8 und (8) + d8) und zwei unendlich nahen Meridianen
(cp und f/J + cltp) begrenzte Flächenelement d (1 == Bin 8 d 8 d fJJ wählt.
Diese Gleichung (V) spricht aber eine, von dem zufällig gewählten
Polarkoordinatensystem (8, rp) ganz unabhängige, geometrische Eigen-
schaft der Ortsfunktion Y aus; nimmt man daher ein beliebiges
anderes Polarkoordinatensystem, d. h. einen nenen Pol p' und einen
neuen Anfangsmeridian, und bezeichnet mit CD die neue Polardistanz
p' p" mit 1/1 den Winkel, den der Meridian p'p, mit dem nenen An-
fangsmeridian bildet, so muß Y, als Funktion der neuen Koordinaten
co, 1/1, der partiellen Differentialgleichung
( ) . Y d (. dY) + 1 tVYn n + 1 stnro + -d BIn co d- -.- d~ == 0
m ro BIn co tP
Genüge leisten. Ferner ist aus der Theorie der Transformation
orthogonaler Koordinaten bekannt, daß jede der drei Größen
tos S, Bin 8 C08 cp, Bin 8 Bin rp
eine homogene lineare Funktion der drei Größen
C08 m, An mC08 t/J, Bin61 Bin t/J
ist (und umgekehrt). Also ist Y auch eine ganze rationale Funktion
dieser drei letzten Größen. Wir sehen also, daß die ursprünglich
aufgestellte Definition einer Kngelfunktion ganz unabhängig ist von
dem zugmnde gelegten Koordinatensystem. Bezeichnen wir daher
zur Abkürzung C08 GJ mit 1, 80 findet stets eine Identität von folgender
Form statt:
ft,
y == :8 (a,C08 S'P +fJ.rinsfJ')BinW- D"+·(zI- I)"
o
"




Wir benutzen die Resultate des vorigen Artikels, um folgende
Aufgabe zu lösen: Die allgemeinste Form einer Kugelfunktion
n t e r Ordnung
n
p = ~ (ccs C088qJ + P, Bin8 tp)BinBi! . ])n +• (z2 - 1r
o
zu finden, welche auf jedem einzelnen eines ,Systems
von Parallelkreisen von gegebener Lage einen konstanten
Wert hat.
Die Lage des Systems von Parallelkreisen ist dm-eh die Lage
des Pols p' derselben gegeben; bezeichnen wir die Koordinaten 8, fJJ
von p' mit 8', q/ und nehmen wir p' zum Pol eines neuen Polar-
systems Gl, tP, 80 ist
cos (Q = 0088 C08 lBf+ Bin8 Bin8' C08 (qJ - ep') = Ä,.
Da nun die Kugelfunktion P lediglich von 0, nicht aber von .,p ab-
hängen 8011, so ist (nach der Endformel des vorigen Artikels)
P = OcmBt·])n(A" -- 1)11.
Es bleibt also noch die Aufgabe zn lösen, die Koeffizienten IX" PB
in der Identität
"])n(1! - 1)" = ~ «(l, C08 8'1'+ (J,Bin 8tp) Binfj8 ])n+B(zI- 1)1'
o
als Funktionen von 8', q/ zu bestimmen. Da nun die linke Seite
eine ganze rationale Funktion von
A = C08 Ci) = C08 8 C08 8' + Bin8 Bin8' C08 (qJ - ,,'),
also symmetrisch in bezug auf 8, rp und 8', cp', und folglich auch in
bezug auf 8', q/ eine Kugelfunktion n ter Ordnung ist, so sieht man
voraus, daß
n
IJn(lI_l)n ==~ ",Bin8'D" + 8(r-l)" Bin8" • ])n +a(x'I-1)n C08 8(cp- «p')
o
sein muß, worin r. absolute Zahlenkoeffizienten bedeuten, welche
allein noch zu bestimmen bleiben, und wo x' == C08 8' gesetzt ist.
7.
Statt diese Aufgabe durch die Bemerkung anzugreifen, daß die
beiden partiellen Derivierten dieser Kugelfunktion, nach 8 und nach
.0' • h h lt .. · dA d dA od hCI' genommen, SIe ver aen mussen, Wie d8 UD aB" w nre
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man ebenfalls zum Ziele kommen würde, schlagen wir einen anderen
Weg ein, indem wir zunächst mit den uns zu Gebote stehenden Hilfs-
mitteln den bekannten Satz beweisen, daß, wenn Y = 1(8, cp) eine
beliebige Kugelfunktion nter Ordnung bedeutet,
rYDn(A9 - 1)" d O' = 4n .2n11(n).Y'J 211, + 1
ist, worin die Integration links über die ganze Kugelfläche auszu-
dehnen, und Y' == 1(8', rp') ist.
Zu dem Zwecke denken wir UDS Y als Funktion von (i), t/J in
die Form
"y = ~(a,·c0881/J + b,Bin81/J)Bi'fl,G)·.J)n+'(i./'-l)n
o
entwickelt, und zerlegen die KugelHäche diesen Koordinaten Gl, .,p
gemäß in unendlich kleine Elemente tld = sinmdmdtP; 80 er-
halten wir
n i*JYIJn(li -l)"dt1 = j IJtt(ll -l)-rinmdCD fYdf/J
·00
11
. JI1"(li-l)"BinCDdCD·2:;r·ao•DnW - 1)"
o
+ 1
= 2 naoJ[Dn(l2 -1),,]2dl = 2 n4~ 1 • [2"11(n)]2. ao'
~t
Setzen wir aber in der obigen Form für Y die Variable liJ = 0,
also 1 == 1, 80 wird Y === /(8', rp') = F', und folglich (Art. 4)
y' = ao· J)n (l ' - l )nlt = l == Goho = tJo·2".ll(n~
Wir erhalten daher
fY])A(li-,-l)-dO' = 2:: 1 .2"ll(n)· Y';
was zn beweisen war.
Dieser Satz bildet die Ergänzung zu dem anderen Satze, daß,
über die ganze Kugelfläche ausgedehnt,
Jsre« = 0
ist, wenn Z und Y Kugelfnnktionen VOD verschiedenen OrdnUDgeD
bedeuten. Dieses folgt unmittelbar aus der Gleichung (IV), wenn
Dedekind, Geammelte Werke, I. 6
dagegen
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man bedenkt, daß in diesem Falle das dort stehende Integral rechts
wegfällt, und daß das zweite Integral links symmetrisch in bezog
auf Y und Z ist; denn daraus folgt
f rr ilZ dY 1 dZ dY, r
n(n+I)J Z Y d cs=Jid8 d8 + sin81 d tp depjdcJ=m(m+I)JZYdcJ,
wenn m die Ordnung der Kugelfunktion Z ist. Wenn nun m und n
verschieden sind, 80 ergibt sich unmittelbar der zuletzt aufgestellte Satz.
8.
Wir können nun leicht die Koeffizienten rlJ in der Entwicklung
von Dn(A2 - Ir in Art. 6 bestimmen, nach einem von Dirichlet
angegebenen Verfahren. Setzen wir nämlich in dem ersten Satze
des vorigen Artikels die spezielle Funktion
Y == C08scp-sin8'-J)n+'(r-l)ft,
also
y' :%:: 0088 q;' •8in8'1. Dn+ '(x'S - l)n,
ein, 80 wird, wenn wir die Entwicklung von »-(12 - l)n substituieren,
die Kugelfläche, dem Polarsystem 8, tp gemäß, in unendlich kleine
Elemente d d = Bin 8 d 8 d fJJ zerlegen, und die Variabeln x == C08 8
einführen,
JY1Jn(11l-lrd cs==".8in8"'&+6(x'I-Ir C088ep"~' l1(n+8) [2n l1(n)]!2n+1 II(n-s)
für ein von Null verschiedenes 8, während für 8 = 0 der doppelte
Wert zu nehmen ist. Da nun dies Resultat mit
4:Jr , 4.
2n + 12".1I(n)Y = 271 + 1 .2"n(n)·C088tp'.8in8's1)RH(x'll-I)f1
identisch sein muß, 80 folgt, wenn 8 von Null verschieden,
_ 2 1 ll(n-s)





2 ft ll(n-,) .. T-
=0 2"O(n)~ l1(n+8)"",n8' lJA+'(x'-l)t' Mn 8'·j)nH(x'l-l)" co.t8(tp-tp').
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worin aber für 8 = 0 das entsprechende Glied auf die Hälfte zu
reduzieren ist;. diesen Übelstand vermeidet man in der Form
Dn().,2 - l)n
1 +n n(n-s)
= .~ sin@8»n+'(XJ-l)'& Bin @'BDn+8(x'2-1)n C08 8(tp-q;')211H(n) -n ll(n+8) ,
die man leicht aus der vorhergehenden ableitet.
9.
Zum Schluß wollen wir noch den Zusammenhang der letzten
Untersuchung mit gewissen Reihenentwicklungen bemerken.
Bezeichnet r die Entfernung eines Punktes, dessen rechtwinklige
Koordinaten
E== (l008@, 1J = (lsin@cosrp, t = pain88incp
sind, von einem festen Punkte, so genügt bekanntlich die Funktion
tJ =: 2.- der partiellen Differentialgleichung (IlI) und folglich auch
r
der Gleichung (IT). Nehmen wir als festen Punkt einen Punkt der
mit dem Radius == 1 beschriebenen Kugelfläche, dessen Koordinaten





Ä. == 008 m == C08 8 C08 8' + Bin8 Bin8' C08 (ep - q/)
ist, Entwickelt man daher .!- in eine unendliche Reihe:
r
1 1 00
r = "1- 2A.(J + (J'A = ~ P,,(l),()", für () < 1,
worin Pft(A) eine rationale ganze Funktion von 1 bezeichnet, so ist
1
- = q ~P.(l) für (J < 1,
V I (1)' = ~ ~f&+ 1 '1-21-+ _ 0(I (I
und P.,. (1) ist eine rationale ganze Funktion von C08 8, Bi. 8 COB tp,
Bin8 Bintp, welche der partiellen Differentialgleichung (I) Genüge




die Variabein 8, rp nur in der Form 1 = 008 (i) enthält, so ist
(nach Art. 6)
Pn(A) == Oonst.lJn(lJ -Ir = knlJn (19 ~ l)n,
worin nur noch die Konstante kn zu bestimmen ist; diese ergibt sich
für 1 = 1; denn man erhält
PD(l) = Tc,,· ko == 2n Il(n)· kn •
Andererseits ist P,,(l) der Koeffizient von ~n in der Entwicklung
1 1 00
---:====== = -- ===~ ~n,VI - 2 (J + ~2 1 - g 0
also
Pn(1) = 1, folglich k" = 2"~(n)
P (1) = ])r&(J.1 - 1)" .
n 2ft11(11,)
Mit Hilfe dieses Satzes kann man die vorletzte· Gleichung des vorigen
Artikels auch 80 schreiben:
P,,{J.) = 2~~~:~:~ ·m.WD'P,,{z)· 8in 8'·D'P,,(z'). C088(cp-ep'),
worin nur das 8 = 0 entsprechende Glied auf die Hälfte zu reduzieren
ist. Femer nimmt der Satz des Art. 7 die Gestalt
rYP,,(l). dc1 = 2:~ 1 · Y'
an, in welcher er gewöhnlich geschrieben wird. Als spezieller Fall
desselben ist bemerkenswert
J 4~P,,(l)P..{Il)äff = 2 n + 1 · Pn (lI),
worin
A. = C08 GJ = C08 8 C08 8' + Bin8 Bin8' 008 (fJJ - ,,' )
" = C08 a/ == C08 8 C08 8" + Bi",9 Ä1I, 8" COB (" - cp")
11 = C08 GJ" = COB 8' C08 8" + Bin8' Bin8" C08 (q/ - tp")
die Kosinus der drei Seiten eines sphärischen Dreiecks sind, dessen
drei Ecken die heiden festen Punkte (8', ,,'), (8", 9''') und der be-
wegliche Punkt (8, rp) sind.
VID.
Über Kreisevolventen.
[Vierteljahrsschrift der neturforsehenden Gesellschaft in Zürich, 1859, S. 363-365.)
Die Betrachtung der sukzessiven Evolventen des Kreises führt
zu einer einfachen mechanischen Konstruktion der Glieder der Ex-
ponentialreihe, welche, soviel ich weiß, Doch nicht bemerkt ist. Be-
schreibt man mit dem Radius 'T einen Kreis K 1 und wählt auf seiner
Peripherie einen bestimmten Punkt fflo' von welchem aus der (in
einem bestimmten Sinne positiv genommene) Drehungswinkel tp ge..
rechnet wird, 80 ist das Stück der Peripherie von dem Punkte mo
bis zu dem Punkte mI' welcher dem Winkel cp entspricht,
mOmt == rrp.
Wickelt man dieses Stück ab, vom Punkte mo aus, so beschreibt mo
ein Stück mOm2 der Kreisevolvente K i , welches
_ rcp"
mom. - 1.2
ist. Wickelt man abermals dies Stück ab, 80 daß die Ablösung des
Fadens am. Punkte fflo beginnt, 80 beschreibt 11&0 ein Stück
rtp8
mofA. = 1.2.3
der Evolvente X s der Kurve XI' und so fort. Der Radius rund
die Kurvenstücke mOm1, mom., moms ..• bilden die sukzessiven
Glieder der unendlichen Reihe, in welche reP entwickelt wird.
Der Beweis läßt sich am E!infachsten durch Betrachtung der
komplexen Größen und ihrer geometrischen Bedeutung führen, wie
folgt.
Wir betrachten die beiden reellen Funktionen z" und !I. der
reellen Variabeln rp, welche durch die Gleichung
. r'P (,,_.!!.) t ,..,"-1 (,-<"-1) i) i
:.t,,+y•• =refi+Te I +".+1.2.a ...(n-l)'
B6
definiert sind (i = V- 1), als zusammengehörige rechtwinklige Ko-
ordinaten eines Punktes m. einer Ebene; der Ort aller dieser Punkte,
welche allen reellen Werten von qJ entsprechen, bildet eine Kurve K n ;
für fJ' = 0 erhält man den Punkt Zn == r, Yn == 0 j wir wollen ihn
mit mo bezeichnen und rechnen von ihm. aus den Bogen 8n == momn
der Kurve nach der Seite hin, welche positiven Warten von rp ent-
spricht. Nun ist für h > 1:
d ( r flJh e(" - Ja -i-) 1)
1·2 ... h
r ,,11 - 1 (" - h !!)i r cpA (, - (1& + 1) ~) t
=== e I dtp - e t dcp,
1 ·2 ... (h - 1) 1 · 2 · .. A
und
(,, _!!") td(rt!Pi) = - r e ! 11,,,,
woraus sogleich durch paarweise Destruktion der Glieder
. rtpft-l (,-,,!!.) i
dz.. + ,ag.. = -1.2 ... (n-l) e I dtJ>;
r tp,,-l dtp rfJ'·
d,s. = ; Ba = = mom.1 ·2 .. · (B- 1) 1· 2 · .• 11
folgt; außerdem leuchtet ein, daß e. = tJ> - n; die Neigung der
Tangente im Punkte fnn ist, in dem Sinne genommen, nach welchem
9 und 871 abnehmen. Man kann daher die erste Gleichung 80
schreiben
Z" + 1/'11 i = rtlP i + 81 ,}l i + 81 ef2 i + .. ·+ 8ft"':"! tln - I i
oder
- + -+ ~ iZn + 1/.1 = %11-1 !In-I $ 1n-1 6 -1,
wodurch unmittelbar ausgedrückt ist, daß die Kurve K; die EvolTellte
der Kurve K w - 1 ist.
Für ,., = 1 erhält man die Gleichungen
2:J = rCOlJ '1', 111 = r Bin"
des Kreises K t ; für ft = 2 die Gleichungen
%. = rC08rp + rtpÄfI,tp, ,. = r8in" -'9'008"
der Kreisevolvente K I usf.
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Ich bemerke nur noch, daß man die allgemeine Gleichung auch
so schreiben kann
X n+ Yni = re'l'd 1 + - 'Pi + (- 'Pi)! + ... + (- lpi)n-l 1I 1 1 A 2 1· 2 ... (11, - 1)
== retPi[e-tpt]n,
wo der letzte Faktor auf der rechten Seite die Summe der ersten
n Glieder der Entwicklung von e-tpi bedeutet. Mag fJJ noch so groß
sein; so wird für unendlich wachsende Werte von 11, stets lim 8n -, 0,
lim (zn + Yn i) == r, d. h, der Punkt mn nähert sich unbegrenzt
wieder dem Punkte mo•
IX.
Über die Elemente der Wahrscheinlichkeitsrechnung.
[Vierteljahrsschrift der naturforsehenden Gesellschaft in Zürich, 1860, S. 66-75.]
In den meisten Lehrbüchern findet man die Sätze über die so-
genannten zusammengesetzten Wahrscheinlichkeiten in folgender Weise
aufgestellt: "Ist a die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A, b die
eines zweiten B, 80 ist a + b die Wahrscheinlichkeit, daß A oder B,
und ab die Wahrscheinlichkeit, daß A und B eintritt". Man über..
zeugt sich aber leicht, daß von diesen beiden Sätzen immer höchstens
einer richtig sein kann, und daß auch in unzähligen Fällen beide
falsch sind. Dies findet seinen Grund darin, daß die Wahrscheinlich-
keit eines zusammengesetzten Ereignisses durchaus nicht allein von
den Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Ereignisse, sondern außerdem
noch Ton der gegenseitigen Beziehung derselben zueinander abhängt.
Die 80 häufig vorkommende Vernachlässigung dieses Umstandes mag
die nachfolgende Darstellung eines so elementaren Gegenstandes
entschuldigen, auf welche in einer späteren Mitteilung Bezug ge-
nommen wird.
1.
Bei der ursprünglichen Begriffsbestimmung der mathematischen
Wahrseheinlichkeit eines Ereignisses A muß man immer von der
Voraussetzung ausgehen, daß sich gewisse Elementarfälle aufzählen
lassen, welche die doppelte Bedingung erfüllen, erstens, daß einer,
aber such nur einer von ihnen eintreten muß; zweitens, daß wir
keinen Grund haben, das Eintreten eines dieser Fälle eher zu er-
warten als das eines anderen. Sind diese beiden Bedingungen erfüllt,
und ist p die Anzahl derjenigen dieser Fälle, in welchen A eintritt,
q die Anzahl der übrigen, so ist der Bruch~ das Maß für die
p+q .
Wahrseheinlichkeit, mit welcher wir das Eintreten des Ereignisses .A
erwarten. Ist dagegen eine der heiden Bedingungen nicht zu er-
fiillen, so bleibt eine genane Schätzung der Wahrscheinlichkeit von A
unmöglich.
Handelt es sich Dun um Eintreten oder Nichteintreten von zwei
Ereignissen A und B (deren Identität nicht ausgeschlossen ist), 80
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denken wir uns die sämtlichen Elementarfälle in vier Gruppen zer..
legt; es sei nämlich die Anzahl aller Elementarfälle, in welchen
1. A und B eintritt, gleich m,
2. A allein eintritt, gleich p,
3. B allein eintritt, gleich q,
4. weder A noch B eintritt, gleich n.
Jeder Elementarfall gehört jedenfalls einer, aber auch nur einer
dieser vier Gruppen an, so daß m + p + q + 11. die An7,ahl aller
Elementarfälle ist. Zufolge der vorhergehenden Definition ist dann
a = +m t p + die Wahrscheinlichkeit von A;
m p q n
b = +m ~ q die Wahrscheinlichkeit von B.
m p q+n
Man sieht nun, daß die Wahrscheinli~hkeit eines von dem Eintreten
oder Nicbteintreten von A und B abhängigen Ereignisses im all-
gemeinen von den drei Verhältnissen zwischen den vier Zahlen m,
p, q, n abhängt, also durch alleinige Angabe der zwei Zahlen a, b
noch nicht vollständig bestimmt ist. Es muß daher noch eine
dritte Zahl, ein Element gegeben sein, welches dazu dient, die Art
des Zusammenhanges zwischen den beiden Ereignissen A und B zn
charakterisieren. Im allgemeinen wird nämlich das Eintreten eines
dieser beiden Ereignisse die Wahrscheinlichkeit des andern abändern.
Tritt 1..B. das Ereignis B ein, so ist die Wahrscheinlichkeit von .A
- da dann die Fälle der zweiten und vierten Gruppe ausgeschlossen
sind - jetzt
m
IX = In +q;





Ist nun außer a und b noch eine der beiden modifizierten Wahr-
scheinlichkeiten IX, fJgegeben, 80 läßt sich die Wahrscheinlichkeit
eines jeden aus A und B zusammengesetzten Ereignisses bestimmen.
Zunächst muß zwischen den Tier Zahlen a, b, fI, ~, welche nur Ton
den Verhältnissen zwischen m, p, q, ft, abhängen, eine Relation
bestehen; eliminiert man m, p, q, fI, 80 erhilt man .
(1) tJ fJ = btX,
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und zwar ist der gemeinschaftliche Wert dieser beiden Produkte gleich
m
m+p+q+n = Ol;
also gleich der Wahrscheinlichkeit, daß A und B eintreten. Ferner
ist die Wahrscheinlichkeit, daß A allein eintritt, gleich
(2) P = a~ 6ft == a(l - fJ) = a - 0);
m+p+q+n
ebenso ist
(3) q == b(l-"} == b-a{J = b-co
m +P.+ q+n
die Wahrscheinlichkeit, daß B allein eintritt; und
(4) n = l-a-b+ba
m+p+q+n
=1-a-b+a~=1-a-b+0
ist die Wahrscheinlichkeit, daß weder A noch Beintritt.
Ferner ist:
(5) IR +• = 1 - (J - b + 2 m
m+p+q+.ft,




die, daß mindestens eins der. beiden Ereignisse eintritt;
(7) ~+~+~ = 1 - bllC = 1 - a fJ = 1 - mm p q ft
die, daß höchstens eins der heiden Ereignisse eintritt;
(8) ~+~+~ =l-a+btt=l-a(l-fJ)=l-a+m
m p q 11-
die, daß A nicht allein eintritt; und endlich ist ~,
(9) m ~~~~~ 1& = 1 - 6(1- tt) = 1-b + afJ = 1 - b + m
die Wahrscheinlichkeit, daß B nicht allein eintritt.
Um die Bedeutung Ton IX, fJ noch anschaulicher ~ machen,
mögen hier noch folgende Bemerkungen Platz finden. Man sagt,
zwei Ereignisse A und B schließen einander aus, wenn das Ein-
'.. - 91 -
treten des einen das des ändern unmöglich macht; der arithmetische
Ausdrnck dafür ist
tX = 0, ß == 0, Ci) == 0
(vorausgesetzt, daß a und b nicht selbst == 0 sind); dann ist die
Wahrscheinlichkeit, daß mindestens eins der beiden Ereignisse ein-
tritt, d.h. daß wirklich eins eintritt,
=a+b.
Man sagt ferner, zwei Ereignisse sind voneinander unabhängig, wenn
das Eintreten des einen durchaus keinen Einfluß auf die Wahr-
scheinlichkeit des andern ausübt, d. h, wenn
rt = G, fJ = b, CD = ab
ist; in diesem Falle ist die Wahrscheinlichkeit, daß mindestens eins
'der beiden Ereignisse eintritt,
=a+b-ab.
Und umgekehrt sieht man, daß der erste der beiden zu Anfang er-
wähnten Sätze nur dann richtig ist, wenn die beiden Ereignisse
einander ausschließen, und der zweite nur dann, wenn sie voneinander
unabhängig sind; und nur dann sind beide Sätze Z1l gleicher Zeit
richtig, wenn mindestens eins der heiden Ereignisse unmöglich ist.
Ist ferner Cl' = 1, so zieht das Eintreten von B das von Aals
notwendige Folge nach sich, und dann ist b == a {:I <:: a. Ist außer-
dem fJ = 1, 80 ist a = b, und die heiden Ereignisse sind gewisser-
. maßen identisch; aber es ist wohl zu bemerken, daß nicht umgekehrt
aus a = b diese Identität der Ereignisse folgt.
2.
" Es hat nun keine Schwierigkeit, diese Sätze auf Kombinationen
von mehr als zwei Ereignissen auszudehnen; sind s B, Wt , WI' ... w.
Ereignisse, Ton denen je zwei einander ausschließen, und sind tDt ,
Ws, ••• w. ihre Wahrscheinlichkeiten, so ist die Summe
tDt +W. + ·.. + to,.
die Wahrscheinlichkeit, daß eins dieser Ereignisse eintritt, wovon man
sich leicht durch den Schluß Ton n auf (" + 1) überzeugt.
Man kann sich dieses Satzes häufig bedienen, um die Wahr·
scheinlichkeit CI eines Ereignisses A zu bestimmen, olme auf die
Aufzählung der einzelnen gleich möglichen Elemeniarfälle mriick-
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zugehen. Gesetzt, man habe verschiedene einander ausschließende
Eventualitäten BI' B s' .•• B'ß' in welchen das Ereignis A eintreten
kann, in so erschöpfender Weise aufgestellt, daß das Eintreten von A
unter keiner anderen Eventualität möglich ist. Es sei b die Wahr-
seheinlichkeit, daß die Eventualität B,. eintritt, und tXr sei die Wahr-
scheinlichkeit' daß, wenn B; eintritt, auch A eintritt. Dann ist
a = bt (l1 + bl crs + ... + 6ft~;
denn irgend ein Glied br C4 = W r ist die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses Wr , daß gleichzeitig B; und A eintritt, und das Er-
eignis A ist identisch mit demjenigen, daß von diesen n einander
ausschließenden Ereignissen W1 ••• Wnirgend .eins eintritt.
Umgekehrt kann man nun auch, wenn das Ereignis A wirklich
eingetreten ist, die Wahrscheinlichkeit aposteriori bestimmen, .daß
dies infolge der Eventualität B,. geschehen ist; denn diese Wahr-
scheinlichkeit fJ,. ist nichts anderes, als die durch die Gewißheit
von A modifizierte Wahrscheinlichkeit von Br , 80 daß
a{Jr = brtXr, also (Jr = b + b b,; + b '
1"t I" ... "an
und die hieraus sich ergebende Gleichung
fJl + Pt + ... + fJn = 1
ist nur ein Ausdruck für unsere ursprüngliche Annahme, daß das
Eintreten von A nur unter einer der Eventualitäten B J, BI' .... B.
und auch unter keiner anderen möglich ist. Von diesem Satze über
die Wahrscheinlichkeit aposteriori wird in einer folgenden Mitteilung
Gebrauch gemacht werden.
~
1 I (10) (8) (1) (1)
2l(ä)(9)(i)(6)
--a1! (1) (7)' (1) (1)--
~r~~I~ (2) -=
Ein Beispiel, welches zugleich zu einer weiteren BemerJmilg
Veranlassung geben wird, mag' das Bisherige erläutern. Es seien
•
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16 Urnen in quadratischer Anordnung aufgestellt, so daß sie vier
Vertikalreihen (x = 1, 2, 3, 4) und vier Horizontalreihen (y == 1,2,
3, 4) von je vier Urnen bilden; die einzelnen Urnen können dann
durch Angabe der Vertikalreihe x und der Horizontalreihe y, in
denen sie sich finden, voneinander unterschieden werden.. In jeder
Urne seien zehn Kugeln enthalten, von denen so viele weiß sind, wie
die in Klammern gesetzte Zahl angibt (also enthält z, B. die Urne
(x == 1, Y = 1) nur weiße Kugeln, die Urne (z == 4, Y == 3) ent-
hält eine weiße und neun schwarze Kugeln). [*)] Wir nehmen an, daß
der Zug ebensowohl ans der einen wie aus jeder anderen Ume ge-
schehen kann; dann ist die Wahrscheinlichkeit, daß eine weiße Kugel
gezogen wird
1 7
a = Eb~yaz,lI == 16 Xa:r, fI = 16'
wo bz,y die Wahrscheinlichkeit ts bedeutet, daß der Zug aus der Urne
(x, y) geschehen wird, und (;(z,y die Wahrscheinlichkeit, daß der Zug,
wenn er aus der Urne (x, y) geschieht, eine weiße Kugel geben wird.
Nun sei umgekehrt eine weiße Kugel gezogen, ohne daß man die
Urne kennt, aus welcher sie gezogen ist. Dann ist die Wahrscheinlich-
keit aposteriori, daß dieser Zug aus der Urne (z, y) geschehen ist,
R _ bz.,ya:t,y _ «z,y _ CXz,y.
flZy- --
, EbZtY«Zt'll Iaz,y 7
Am wahrscheinlichsten ist es daher, daß der Zug aus der Urne (1, 1)
geschehen ist; d. h. also, das wahrscheinlichste System der beiden
Unbekannten z, '!J ist das System x = 1, Y = 1.
Man findet nun häufig die ganz unrichtige Ansicht, daß der
Wert einer unbekannten Größe, der ihr in dem wahrscheinlichsten
System von mehreren Unbekannten zukommt, zugleich auch ihr
wahrscheinlichster wert sein müsse. Daß dem nicht 80 ist, lehrt
recht augenfällig das vorliegende Beispiel; denn wir finden für die
Wahrscheinlichkeit, daß der Zug aus der ersten, zweiten, dritten,
vierten Vertikalreihe geschehen ist, d. h. daß z den Wert 1, 2, 3, "
hat, resp. den Wert
2 3 1 1
7' 7' 7' 7'
[*) In der OriginaJarbeit ist die Tabelle über die ADzaJaleu weiler KaplD
Dicht frei .OD Druckfehleni.]
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und dieselben Zahlen driicken auch (infolge der Symmetrie des obigen
Schemas) die Wahrscheinlichkeiten aus, daß die Unbekannte y den
Wert 1, 2, 3 4 hat. Wir finden also, daß der wahrscheinlichste
Wert von x gleich 2, der von y gleich 2 ist; und doch haben wir
vorher gesehen, daß das wahrscheinlichste Wertsystem der beiden
Unbekannten das System x = 1, Y == 1 ist. Die Wichtigkeit dieser
Bemerkung wird in einer späteren Mitteilung sich herausstellen.
Ganz ähnlich verhält es sich, wenn die Werle der unbekannten
Größen ein Gebiet stetig erfüllen. Ist z. B.
12n(r + 3 y)e-(Z2+ fl2) (/,xag
die Wahrscheinlichkeit, daß die Abszisse eines unbekannten Punktes
in dem unendlich kleinen Intervall zwischen x und x + d x, und daß
seine Ordinate zugleich zwischen y und y + d y liegt, so findet man
1
--= (2 xi + 3)e- z2 ax
4Vn
als Wahrscheinlichkeit, daß seine Abszisse zwischen x und x + dz
liegt, und ebenso
1
../_ (6 y' + 1)e- y2.d y
4,'1
als Wahrscheinlichkeit, daß seine Ordinate zwischen y und 'Y +d y
liegt. Die erste Wahrscheinlichkeit wird ein Maximum für die heiden
Systeme
x == 0, y = + 1;
die zweite für den Wert
z == 0;
die dritte für die beiden Werte
1/=+ V:'
In diesem Falle stimmt das System der heiden wahrscheinlichsten
Werte zwar sehr nahe, aber doch nicht vollständig mit dem wahr-
scheinlichsten Wertsystem überein. .
x.
Über die Bestimmung
der Präzision einer Beobachtungsmethode nach der
Methode der kleinsten Quadrate.
[Vierteljahrsschrift der naturforschenden Gesellschaft in Zürich, 1860, S. 76-83.]
In seiner ersten Begründung der Methode der kleinsten Quadrate
ging Gauß (Theoria motus corp. ooel.) von der Voraussetzung aus,
daß der wahrscheinlichste Wert einer beliebig oft auf dieselbe Weise
direkt gemessenen Größe das arithmetische Mittel ans den durch
diese Messungen erhaltenen Werten ist, und kam auf diese Weise
zu dem Ausdruck
:; r h2 t2d t
für die Wahrscheinlichkeit, daß ein Beobachtungsfehler seinem Werte
nach in dem unendlich kleinen Intervall zwischen t und t + dt liegt;
in diesem Ausdruck bedeutet h eine positive Konstante, welche für
verschiedene Beobachtungsmethoden im allgemeinen auch verschiedene
Werte hat, und zwar leuchtet ein, daß eine Beobachtungsmethode
desto zuverlässiger ist, je größer der Wert der ihr zugehörigen
Konstante h. ist; denn die Wahrscheinlichkeit
+a +ha
l'~fe- h2 t2 d t = f;f e- ..-s«
-a -ha
dafür, daß ein Fehler seinem absoluten Werte Dach die positive
Größe a nicht überschreitet, ist desto größer, je größer 11, ist. Aus
diesem Grunde hat Gauß die Größe k die Präzision der Beob-
aehtnngsmethode genannt; in einer späteren Abhandlung (Zeitschrift
für Astronomie UBW. von Lindenau und Bohnenberger, BeL I, 1816)
hat er ferner gezeigt, wie man den wahrscheinlichsten Wert der
Präzision einer Beobachtungsmethode bestimmen kann, wenn eine
Reihe wirklich gemachter Beobaehtungsfehler bekannt ist. Es
wird für das Folgende nützlich sein, hier den Ton Gauß zn diesem
Zwecke eingeschlagenen Weg wieder in Erinnerung zu bringen, welcher
auf dem Satze über die Wahrscheinlichkeit a poeteriori beruht,
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Ist 11, die wahre Präzision der Beobachtungsmethode, 80 ist die
Wahrscheinlichkeit, daß bei m aufeinanderfolgenden Beobachtungen
die Fehler
1 S 1/m
2Ai = m' also 11, = y28
ein Maximum wird; es ist also dies der wahrscheinlichste Wert der
Präzision der Beobachtungsmethode.
In allen wirklichen Fällen liegt aber die Sache ganz anders.
Die Objekte der Beobachtungen sind lineare Funktionen
gemacht werden, gleich
a = (;;)'"e- h2S dt1dt, .. , dt".,
worin zur Abkürzung
S = t11 + ttS + ... + t':
gesetzt ist. Apriori, d, h.. ehe irgend eine Messung vorgenommen
ist, haben wir keinen Grund, der Präzision einer uns unbekannten
Beobachtungsmethode einen Wert k eher beizulegen als einen anderen;
folglich ist aposteriori, d. h, nachdem wirklich die Beobachtungs-
fehler t1 , ts' .... tm gemacht sind, die Wahrscheinlichkeit der Hypothese,
daß k der wahre Wert der Präzision ist, proportional dem «, also
Proport ional dem Ausdruck kfll e- A28 ,
welcher für
Vt , VI' .... v'"
von gewissen unbekannten Größen x, '11, z ... , deren Anzahl n höchstens,
gleich der Anzahl m der Beobachtungen und deren Wertbestimmung
gerade der Zweck dieser Beobachtungen ist. Sind nun
k1 , k., ... k.
die durch die Beobachtungen gelieferten Werte von Vt' VI' .... w., so
bestimmt die aus dem obigen Wahrscheinliebkeitsgesetz eines be-
liebigen Fehlers t gefolgerte Methode der kleinsten Quadrate die
Werte der Unbekannten :1:, y, Z ••• dmch die Forderung, daß die
Quadratsumme
(leI - "1)' + (lei- VI)' + ... +(~ - tJ.)' = .Q
ein Minimum. werden soll. Wären nun diese wirklich die wahren
Werte der Unbekannten, 80 wären die entsprechenden Werte der
Differenzen
i t - "1' ~ - "I' ... ~-t1.
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auch die wahren Beobachtungsfehler, und man könnte versucht sein,
den wahrscheinlichsten Wert der Präzision 11, nach der früheren Regel
zu bestimmen, indem man statt S nur das MinimumQo der Funktion Q
zu substituieren brauchte, so daß also
V2~o
als wahrscheinlichster Wert von 11, anzusehen wäre. Daß diese Formel
aber nicht richtig sein kann, bemerkt man am deutlichsten in dem
Falle, wo n = m ist; dann können nämlich die gemachten Beob-
achtungen sämtlich durch ein und dasselbe Wertsystem z, y, z, ...
befriedigt werden, aßo ist === 0, und man würde"" = 00, also das
Resultat erhalten, daß die Beobachtungsmethode höchstwahrscheinlich
absolut genau ist, während doch erst dann ein Urteil über die
Präzision gestattet ist, wenn ein Überschuß von Beobachtungen vor-
liegt.
In einer späteren Abhandlung (Theoria combinationis etc. art. 39)
in welcher das Prinzip des arithmetischen Mittels und damit zugleich
das obige Wahrscheinlichkeitsgesetz eines Fehlers t ganz verlassen ist,
hat Gauß für eine ähnliche Frage (die nach dem wahrscheinlichsten
Werte des sogenannten mittleren Fehlers) die richtige Antwort ge-
geben, welche, auf die frühere Darstellungsweise übertragen, den
Ausdruck
V~~~
als wahrscheinlichsten Wert der Präzision k liefert, so daß also das
Minimum Qo als eine Summe von nur (m - ft,) Feblerquadraten zu
behandeln ist. Man sieht, daß diese Formel in dem Falle" = m
unter die ganz unbestimmte Form ~ tritt, und in der Tat ist in
diesem Falle gar kein Schluß auf die Präzision gestattet.
Es erscheint nun wünschenswert, einen Beweis dieses Satzes auch
aus dem obigen Wahrscheinlichkeitsgesetz abzoleiteD, da dies meines
Wissens in befriedigender Weise noch nicht geschehen ist *). Dazu
führt folgender einfache Weg.
*) So z. B. geht W i t ts 'eiD (Anhang zu der 'O'benetzuD&" von Na 'Yi er I
Differentialrechnung) von dem. ttDrichtigen Satze au, dal, wem A die wahre
PriziaioDiat,derwahrscheUiliebsteWerhiDe$F~uadratel = 2~' ..u 0 in.
De.elll.a t Getuuae1te WHb, I. "
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In der Hypothese B, daß h; %, Y, Z, ••• die wahren Werte der
Präzision, der ersten, zweiten, dritten usw. Unbekannten sind, ist die
Wahrscheinlichkeit, daß für die Funktionen
die Werte
k1 , /c" km
durch Beobachtung geliefert, daß also die Beobachtungsfehler
k1 - 'V1 , k. - V2 , ••• km :- "'m
gemacht werden, proportional dem Ausdruck
kme- A2.Q;
da nun alle denkbaren Hypothesen B apriori gleich wahrscheinlich
sind, 80 ist aposteriori, d. h, nachdem wirklich die Werte kl' k" ... km
beobachtet sind, die Wahrscheinlichkeit der Hypothese B proportional
demselben Ausdruck; dieselbe ist daher
== Ohm e- h2!ldhaxdyaz ... ,
worin
00 +00 +00 +00
~ = Jdhi d:l:J dyJ dz ... k-e- A1 Sl•
o -00 -00 -Q:t
Fragt man nun nach dem wahrscheinlichsten Werts1stem von
A, ~ !/, z, •.. , 80 würde man untersuchen miissen, für welche Werte
h, x, y, z, ... der Ausdruck
ein Maximum wird. Allein wir fragen nach dem wahrscheinlichsten
Warte der Präzision allein; wir haben daher zunächst den Ausdruck
der Wahrscheinlichkeit herzustellen, daß der Wert der Präzision
zwischen 11 und k + d.", liegt. Diesen erhält man aus dem Vorher-
gehenden durch Integration über alle reellen Werte von :1:, 'Y, Z, •••
Es ist aber nach bekannten Sätzen
+00 +aa +QDIdxJdyJdz ..• e- /t1,2 = K ~e-A2Slo,
-oe -ClO -~
worin K Ton A unabhängig ist; folglich ist das aus den gemachten
BeobachtungenresultierendeWahrscheinlichkeitsgesetz für die Präzision
von der Form ·




~ ~ f h'm-n'e-h2Qodha : J
o
ist. Vergleicht man diese Form mit der früheren
co
H'hm e- h2Sdk wo ~ - Jkm e- h2Sdh
'H' ,
o
welche sich ergab, wenn m wahre Beobachtungsfehler vorlagen, deren
Quadratsumme == S war, so findet man in der Tat vollständige
Übereinstimmung, wenn man das Minimum ao der Summe von
m Fehlerquadraten wie eine Summe von m ~ n wirklichen Fehler-
quadraten ansieht. Der wahrscheinlichste Wert zu der Präzision ist
daher wirklich
= V~~on.
Hiermit ist der eigentliche Gegenstand dieser Mitteilung beendigt;
zum Schluß mag noch folgende Bemerkung gemacht werden. Wir
haben als wahrscheinlichsten Wert k einen anderen gefunden, als
denjenigen, welcher dem h in dem wahrscheinlichsten System von
Werten h; x, y, z, . .. zukommt. Man könnte nun befürchten, daß
auch die Bestimmung der wahrscheinlichsten Werte von x, y, z, ... .,
wenn sie nach demselben Prinzip ausgeführt, wenn also für jede
einzelne Unbekannte besonders der wahrscheinlichste Wert aufgesucht
würde, von der durch die Methode der kleinsten Quadrate geforderten
Regel abweichen könnte. Allein man überzeugt sich leicht, daß diese
Befürchtung ungegriindet ist, und daß das System der wahrschein...
liebsten Werte von z, y, z, ... übereinstimmt mit dem wahrschein-
lichSten Wertsystem dieser Unbekannten.
Das letztere ist offenbar dasjenige, für welches die Quadrat-
summe.Q ein Minimum wird, und darin besteht ja gerade der Haupt-
satz der Methode der kleinsten Quadrate; die entsprechenden Werte
der 11, Unbekannten z, 1/, Z, ••• findet man bekanntlich dadurch, daß
man, was immer möglich ist, die Funktion Q auf die Form
a= P+Z'+···+X'+Qo
bringt, worin Y eine lineare Funktion aller ,." Unbekannten ist, die
dadurch bestimmt wird, daß .Q - Y' unabhängig Ton 11 wird; äJmIieh
7*
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ist Z eine lineare Funktion der übrigen (n - 1) Unbekannten, und
dadurch bestimmt, daß Q, - yt - Z' unabhängig von y, z wird, usf.,
80 daß endlich X eine lineare Funktion von der nt en Unbekannten z
allein ist. Die Werte, welche .ß zu einem Minimum machen, sind
diejenigen, welche die '" Gleichungen
X == 0, . . . Z = 0,. Y = 0
befriedigen, und das le.tzte Glied ß o in dieser Form stellt offenbar
den Minimumwert von aß dar.
Fragt man nun aber nseh dem wahrscheinlichsten Wert der
Unbekannten z allein, 80 hat man zo.nächst den Ausdroek der Wahr-
scheinlichkeit abzuleiten, daß der Wert dieser Unbekannten zwischen
den Grenzen x und x + d x enthalten ist. Diesen erhält man durch .
Integration des obigen Wertes
Ohm e- 1a2!l d,h d, x d y d,z •.•
in bezug auf alle zulässigen Werte der Unbekannten h, y, z, ... Bringt
man die Summe Q, auf die .oben erwähnte Form, 80 gibt die
sukzessive Integration in bezug auf die (a - 1) Unbekannten y, z, ...
ein Besulta~
0' ,- -Ja + le,--A:lW +Ro)iJ,Arlz,
worin 0' unabhängig von' h und z ist; integriert man endlich noch




und hieraus folgt, daß derjenige Wert Ton 2:, für welchen X = 0
wird, unter allen der wahrscheinlichste ist. Dieser Wert stimmt
daher wirklich mit dem durch die Methode der kleinsten Quadrate
erhaltenen überein.
XL
Zur Theorie der :M:axjma und Minima.
[Vierteljahrsschrift der natnrforsehenden Gesellschaft in Zürich, 1860, S. 84-88.]
In den Elementen der Differentialrechnung wird folgender Satz'
bewiesen:
"Sind innerhalb eines gewissen Wertengebietes der unabhängigen
Variabeln x, y, z, ... die partiellen Derivierten erster Ordnung
du du du
dx' dy' dz'
einer Funktion 11, dieser Variabeln überall endlich und stetig, so kann
ein Maximum oder Minimum von 'U nur da eintreten, wo diese
Derivierten sämtlich verschwinden."
Hat nämlich z. B. :: emen von Null verschiedenen Wert, so
erleidet tU, wenn man der Variabeln x zwei beliebig kleine Änderungen
Ton entgegengesetzten Vorzeichen gibt, ebenfalls Änderungen TOD ent-
gegengesetzten Vorzeichen, 80 daß der entsprechende Wert Ton u
weder ein Maximum noch ein Minimum sein kann.
Man bedient sich dieses Satzes, um die Stellen -e, 11, Z, ••• auf..
.znsuchen, wo die Funktion ein Maximum oder Minimum wird; aber
dies kann auch an solchen Stellen eintreten, wo die partiellen
Derivierten unstetig werden, und zwar bietet sich dieser Fall häufig
in ganz einfachen Aufgaben dar, wofür das folgende Beispiel einen
Beleg geben mag, bei welchem diese Erscheinung bis jetzt unbeachtet
geblieben ist.
Aufgabe: Es sind drei Punkte tAt, tAt,,, gegeben; es soll
ein Tierter Punkt· fA pfunden werden, für welchen die Summe der
a~luten Distanzen fJI"'t, ."'., film. so klein wie möglich ..-allt.
Auflösung. Man nehme willkürlich im Raume ein rechtwiDklips
Koordinatensystem, nenne :1:, fI, z die KoordiDaten des ßM1ICbten
COS(P2PS) = COS(P3Pt) === C08(PtpJ == -I
(PiPs) == (psPt) = (Pt pJ = 1200
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Punktes m, und rl' ,.!, r3 die absoluten Werte seiner Distanzen von
den drei gegebenen Punkten mt , mS ' mS ' so daß
u === r t + r S + Ta
die Funktion von a, y, z ist, deren Minimumwert bestimmt werden
soll, Verfährt man nun nach der gewöhnlichen Regel, so hat man
drl dr. + drs = 0 dr l + drg + drs = 0,
dx + dx dx ' dy dy dy
d"l + art + ars _ 0
dz dz se ::
zu setzen. Da man aber die Achsen mit jeder beliebigen Richtung 11,
zusammenfallen lassen kann, 80 lassen sich diese drei Gleichungen
in die einzige
cos(P1h) + cos(Psk) +C08(PsA) = 0
zusammenfassen, in welcher Pt' PI' Ps die vom Punkte m nach
m1 , m
"
ms laufenden Richtungen, und (Pik), (p,1), (Psk) die Winkel
bedeuten, welche dieselben mit der willkürlichen Richtung h ein-
schließen.
Nimmt man h senkrecht auf PI und Pa, so folgt, daß hauch
senkrecht auf Pt ist, daß also die drei Richtungen P1' PI' Ps und
folglich auch die vier Punkte m, m1 , m" 'Ins in einer Ebene liegen,
was sich ohnehin erwarten ließ.
Läßt man ferner 11, sukzessive mit Pt, Pt, P« zusammenfallen,
so erhält man
1 +C08(PIPt) + cos(psPt) = 0,
C08 (Pl PI) + 1 + C08 (PaPs) = 0,
cos(PtPs) + C08(PIPs) + 1 = 0,
woraus
folgt.
Man erhält daher die bekannte Antwort, daß der Punkt m in
der Ebene der drei Punkte m1 , 1ns' ms so zu konstruieren ist, daß
je zwei der drei Richtungen mmt , mml , mma einen Winkel von 1200
miteinander bilden. Diese Konstruktion ist auch stets möglich, und
liefert einen vollständig bestimmten Punkt m, so ba Id keiner der
drei Winkel des Dreiecks mt mt ms größer ist als 120°. "
Ist aber einer der drei Winkel des Dreiecks "'tm.m. größer
als 120°, so wird diese Konstruktion unausführbar; es gibt dann
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keinen Punkt m von der Beschaffenheit, daß je zwei der drei Rich-
tungen mml' mms' mma einen Winkel von 1200 bilden; es gibt also
keinen Punkt ffl, für welchen die partiellen Derivierten der Funktion u
gleichzeitig verschwinden. Andererseits leuchtet aber aus dem Begriff .
der Funktion u, welche stets positiv ist und für unendlich entfernte
Punkte unendlich wächst, unmittelbar ein, daß sie irgendwo in end-
licher Entfernung doch einen Minimumwert haben muß. Wir müssen
daraus schließen, daß dieser Minimumwert an einer solchen Stelle
eintritt, wo die partiellen Derivierten von u unstetig werden. Da
nun die Derivierten der absoluten Distanz eines beliebigen Punktes
von einem festen Punkte nur in diesem letzteren selbst unstetig
werden, und u eine Summe von drei solchen absoluten Distanzen ist,
so werden die Derivierten nur in den drei gegebenen Punkten m I , ml , ms
unstetig; es muß daher der gesuchte Punkt m mit einem dieser
drei Punkte zusammenfallen. Da endlich für den Fall, daß der
Dreieckswinkel bei mt um unendlich wenig kleiner als 1200 ist,
die frühere Konstruktion den gesuchten Punkt m unendlich nahe
bei m t liefert, und auch, wenn dieser Winkel == 1800 ist, der ge-
suchte Punkt offenbar mit mt zo.sammenfällt, so wird es daher so
gut wie gewiß, daß auch für alle Werte des Winkels zwischen 1200
und 1800 die Spitze desselben der gesuchte Punkt ist.
Dies bestätigt sich analytisch, wenn man die unendlich kleine
Änderung der Funktion 11 untersucht für den Fall, daß der variable
Punkt m sich unendlich wenig von dem Punkte m1 entfernt. Zieht
man nämlich vom Punkte mt aus eine beliebige Richtung A, welche
mit mIm, und m t ms die Wulkel IX und fJ einschließt, so ist die in
dieser Richtung k genommene Derivierte der Funktion u gleich
a+/J a-fJl-C08a,-C08jj == 1-2C08~2-C08-2-;
bezeichnet man ferner mit 8 den Winkel zwischen den Richtungen
mImt und mlma, von dem wir annehmen, daß er zwischen 120
0
und 1800 liegt, so folgt aus den bekannten Eigenschaften
tt + fJ + 8 ::;; 860°, a +IJ 5 8,
der drei Winkel zwischen drei Richtungen, daß




_.!..~ a+/l< +.!..2~C08 2 = 2'
daß also der absolute Wert von 2 C08 « t {J C08 u 2 fl ein echter
Bruch ist. Mithin ist die obige Derivierte stets positiv, und folglich
wächst u von dem Punkte m1 aus nach allen Richtungen hin, was
zu beweisen war.
a-fJDa der absolute Wert der Differenz «- p < 8, also 008 -2-
positiv ist, so kann die obige Derivierte nur dann den Wert Null
haben, wenn
a-R. a+ R 1008--'" = 1" cos __t' = +-2 ' 2 2
ist, cl. h. wenn
IX == {j = 60° und folglich auch 8 = 120°,
also h die Halbierungsrichtung zwischen m t m t und m 1m3 ist. Aber
in diesem Falle überzeugt man sich leicht, daß die zweite in der-




der Ideal-Klassen in den verschiedenen Ordnungen
eines endlichen Körpers..
[Festschrift der Technischen Hochschule in Braunschweig zur Säkularfeier des
Geburtstages von C. F. Gauß, Bra1Ul8Chweig 1877, S.1-55.]
Die erhabenen Schöpfungen von Oar] Friedrich Gauß haben
die Bewunderung der Mathematiker dieses Jahrhunderts vor allem
deshalb erregt, weil sie in fast beispielloser Weise die Wissenschaft
mit einer außerordentlichen Fülle ganz neuer Gedanken befruchtet und
'vorher gänzlich unbekannte Felder zum ersten Male der Forschung
erschlossen haben. Im höchsten Maße gilt dies von Gauß' Ent...
deckungen im Gebiete der höheren Arithmetik, die ihn nach seinem
eigenen Ausspruche das ganze - Leben hindurch vor allen anderen
Teilen der Mathematik gefesselt hat. Mit der Theorie der Kreis-
teilung ist von ihm nicht bloß der Grund zn. einem neuen Teile der
Mathematik gelegt, welcher 'Von der algebraischen Verwandtschaft
der Zahlen handelt, sondern sie bat auch das erste und bis jetzt
noch immer fruchtbarste Beispiel des innigen Zusammenhangs zwi·
sehen der höheren Algebra und der Zahlentheorie geliefert, welche
bis dahin zwei vollständig getrennte Gebiete gebildet hatten. In der
nächsten Beziehung zu dieser Erweiterung der Grenzen der Wissen-
schaft steht der kühne Gedanke, den Begriff der ganzen Zahl durch
die Einführung der ganzen komplexen Zahlen Ton seiner bisherigen
Beschränkung zu befreien, wodurch Gauß abermals der arithmetischen
Forschung ein heute noch unermeßliches Feld eröffnet hat. Aber es
ist nicht bloß dieser wunderbare Reichtum an nenen Gedanken und
großen Entdeckungen" durch welchen Gauß sein Wirken auf allen
von ihm beschrittenen Gebieten der Wissenschaft für alle Zeiten be-
zeichnet hat, sondern es steht diesem vollständig ebenbürtig die Tiefe
der Methoden gegenüber, durch welche er die größten Schwierig-
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keiten überwunden und die verborgensten Wahrheiten, die mysteria
ll/umertJMJ,m, in das hellste Licht gesetzt hat. Es genügte seinem
stets auf das Große und auf die zukünftige Entwicklung der Wissen·
schaft blickenden Geiste nicht, einen Beweis gefunden und damit die
Wahrheit außer Zweifel gesetzt zu haben, sondern er kehrte, wie er
selbst so eindringlich beschreibt, unablässig zu den schon über-
wundenen Schwierigkeiten zurück, in der Hoffnung, durch erneute
Anstrengungen neue Waffen zu gewinnen, welche eine über das un-
mittelbar vorliegende Ziel weit hinausreichende Tragweite besäßen.
Und 80 ist es gekommen, daß dieselben von Ga uß erdachten Me-
thoden unmittelbar oder mit geringen Modifikationen auch bei der
Behandlung von ähnlichen, aber allgemeineren Problemen sich als
vollständig ausreichend erweisen, Diese schon oft als ein besonders
charakteristisches Kennzeichen der Gedankentiefe von Gauß hervor-
gehobene Erscheinung an einem neuen Beispiel zu bestätigen, ist der
Zweck der gegenwärtigen Abhandlung, welche dem Andenken des
großen Mathematikers gewidmet ist.
Die Theorie der binären quadratischen Formen, zu deren Ent-
stehung einige Sätze Ton Fermat die Veranlassung gegeben habe n
verdankt ihre Begründung den hervorragenden Arbeiten von Euler
und Lagrange, aber sie ist erst von Ga uß durch die in der fiinften
Sektion der Disquisitiones Aritbmeticae niedergelegten Untersuchungen
zu einem wissenschaftlichen Ganzen gestaltet, und namentlich hat sie
durch die daselbst zum ersten Male behandelte Lehre von der
Komposition der Formen die höchste Bereicherung erhalten. Unter
den Anwendungen, welche Gauß von dieser neuen Theorie gemacht
hat, ist eine der bemerkenswertesten die Bestimmung des Verhält-
nisses der Klassen-Anzahlen der Formen, welche zu zwei verschie-
denen Ordnungen derselben Determinante D gehören; bezeiclmet
man mit h(D) die Klassen-Anzahl für diejenige Ordnung der De-
terminante D, welche nur primitive Formen (und zwar entweder nur
die eigentlichen oder nur die uneigentliehen) enthält, 80 kommt diese
Aufgabe darauf hinaus, für zwei gegebene, in quadratischem Ver...
hältnis stehende Determinanten D und D' das Verhältnis h(D): h(D')
zu ermitteln, Die aus der Theorie der Komposition der Fonnen ge...
schöpfte Beantwortung dieser Frage ist im Art. 256, V. und VL ent-
halten, und sie ist für den Fall negativer Determinanten eine so
vollständige, daß der Wert des Verhältnisses h(D):A(D') unmittelbar
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aus den Werten von D und D' entnommen werden kann; nicht ebenso
vollständig durchgeführt ist der Fall positiver Determinanten, über
welchen Gauß folgendes sagt: "Pro casu tertia autem, 'Um D e8t
numerue poBitiuus nun quadratus, TeJ}ulam generalem pro com-
paranda multitudine /f.J'f'Y1W,rum pr. primitivarum in V, V', T'" etc.
cusn muUitudine daBsi'Um diversGr'um inde 'Te8Ultantium hucU8lj'Ue
'l&O'n habemu«. Id quidem asserere poseumu«, hanc vel illi aequalem
1:eZ ipsiUB partem aliquotam esse: quin eüom nexum. singularem
inter f[Uotienlem horum numerurum et »olores minimOB ipsorum t,
u aequationi tt - Dwü = A A 8atisfaciente8 detezimus, quem hic
explicare nimis prolixum /oret; an vero po88ibile Bit, illum IJllO-
tientem in mnnibus cosibu« ex solo tnspectiune num,erorum D, A
cognoscere (tut in caeibu« pmeec.), de hao re niAil cerli pronunciare
p08sumus."
Das umfassendere und noch viel schwierigere Problem, die Klassen-
Anzahl A(D) selbst, d, h, die Abhängigkeit dieser Anzahl von der
Detenninante D zu bestimmen, ist schon während des Druckes der
fünften Sektion der Disquisitiones Arithmeticae, wie aus Art. 306, X.
hervorgeht, ein Gegenstand des höchsten Interesses für Gauß gewesen,
und es ist ihm in der Tat bald darauf gelungen, die vollständige
Lösung desselben zu finden, was er noch am Schlusse des großen
Werkes mit folgenden Worten ankündigen konnte: "Quaestionetn
hic propositam plene solvere nuper suceessit, quam. disquisitionem
rJI,'Ures partes tum Anthmetieae sublimioris tum Analyseo& mirifice
illustramem in (;(}'Il4inuatione hujU8 operi« ,,,ademus quam primum,
licebit." Allein die hier in Aussicht gestellte Veröffentlichung dieser
Untersuchung ist zu Gauß' Lebzeiten nicht erfolgt; der hierauf be-
zügliche Teil seines Nachlasses, welchen ich in dem 1863 erschienenen
zweiten Bande seiner gesammelten Werke herausgegeben habe, ent-
hält namentlich zwei Fragmente, die ans den Jahren 1834 und 1837
stammen und den gemeinsamen Titel führen: "De nexu inter mulli-
tudinem cla8Bium, in quas formae mooriae secundi. grad'U8 diaIri-
buuntur, earumquedeUrminanlem." Obgleich jedes dieser Fragmente
nach wenigen Seiten abbricht, so reicht ihr Inhalt doch aus, um den
Weg vollständig überblicken zn lassen, auf welchem Gauß zu dem
erstrebten Ziele gelangt ist.
Im Jahre 1839, also 38 Jahre nach dem Erscheinen der Dis-
qnisitiones Arithmeticae, trat Pater Gustsv Lejeune Di r ieb let ,
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der nach Gauß' eigenem Zeugnis zuerst von allen Mathematikern
dieses Werk vollständig begriffen und die darin enthaltenen Unter-
suchungen selbständig weitergeführt hat, mit einer vollständigen und
höchst eigentümlichen Lösung des Problems der Klassen-Anzahl her-
vor *). Ohne hier, was zu weit führen würde, auf eine nähere Ver-
gleichung der Methode von Dirichlet mit derjenigen von Gauß
einzugehen, bemerke ich nur, daß von beiden für die Klassen-Anzahl
ein Ausdruck durch eine unendliche Reihe gewonnen wird, welche
sich mit Hilfe gewisser, der Kreisteilung angehörender Sätze von
Gauß summieren, also in geschlossener Form darstellen läßt. Aber
es ist von Wichtigkeit, daß es schon vor Ausführung dieser Summa-
tion gelingt, aus dem erhaltenen Ausdruck den Wert des oben be-
sprochenen Verhältnisses k(D): k(D') abzuleiten. Auf diese Weise**)
ist Dirichle t für den Fall negativer Determinanten zu demselben
Resultat gelangt wie Gauß, und er hat außerdem für den Fall
positiver Determinanten zum ersten Male das Gesetz vollständig aus-
gesprochen, nach welchem das gesuchte Verhältnis von den kleinsten
Lösungen der unbestimmten Gleichungen t t - Duu=1, t' t' - D'u'u' = 1
abhängt. Aus der oben angeführten, auf diesen Fall bezüglichen
Stelle der Disquisitiones Arithmeticae geht aber wohl mit Gewißheit
hervor, daß Gauß ebenfalls dieses Gesetz schon vollständig gekannt
hat, welches zwar einfach, aber doch keineswegs 80 einfach ist, daß
man ez sola inspectiane numerorum D, D' den Wert des gesuchten
Verhältnisses erkennen könnte; auch habe .ich gezeigt ***), daß man
wirklich auf dem Ton Ganß eingeschlagenen Wege, d. h. durch die
Komposition der Formen, mit wenigen Schritten zu diesem, znerst von
Dirichlet ausgesprochenen Gesetz gelangen kann.
Beide Methoden, das Verhältnis der Klassen-Anzahlen zu be-
stimmen, sowohl die von G & TI ß , welche auf die Komposition
der Formen gegründet ist, als auch diejenige Ton Dirichlet,
zeichnen sich nun dadurehaus, daß sie auf ähnliche Probleme
von sehr allgemeinem Charakter mit demselben Erfolg anwendbar
*) Becherches .r divenes applicatioD8 de l'malyse iDfinitUimale ä 1& theorie
-des nombres (OnUu JOlIftl&1, Bd. 19, 21)•
..) Kbeada, Bd. 21, § 8•
...) Vorle81lD.pa über Zahle.theorie von P. G. Lejeuae Dirichlet. Zweite
Auflage. 1871. I. 150, 151. - Ich werde dieses Wert in der Folge kus
mit D. sitieren.
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sind *). Die binären quadratischen Formen, von welchen bisher aus-
schließlich gesprochen ist, bilden nämlich nur einen äußerst speziellen
Fall der sogenannten zerlegbaren Formen, d.h, der homogenen Funk-
tionen von beliebig hohem Grade n mit 11, Variabelen, welche rationale
Koeffizienten haben und in n lineare Faktoren mit 'algebraischen
Koeffizienten zerlegbar sind. Das Verdienst, diese Formen zuerst
betrachtet und eine charakteristische Fundamental-Eigenschaft der-
selben erkannt zu haben, gebührt Lagrange**), und eine weitere
Verfolgung seines Gedankens hätte leicht schon früher zu der Theorie
der Komposition der Formen führen können. Erst viel später hat
sich Dirichlet eingehend mit diesem Gegenstand beschäftigt; leider
ist von seinen tiefen Untersuchungen - abgesehen von der ebenfalls
hierhergehörigen, aber speziellen Theorie der quadratischen Formen
mit komplexen Koeffizienten und Variabelen ***) - nur eine einzige
veröffentlicht, welche die Theorie der Transformation dieser Formen
in sich selbst, oder, anders ausgedrückt, die Theorie der Einheiten
in dem entsprechenden Gebiete algebraischer Zahlen behandelt.
Der in äußerst kurzen Umrissen von Dirichlet mitgeteilte Beweis****)
für die Existenz' und für die allgemeine Form aller dieser Einheiten,
welcher ihm erst nach großen und anhaltenden Anstrengungen ge-
lungen ist, muß zu seinen bedeutendsten Leistungen gezälilt werden,
da derselbe ein unerläßliches Fundament für die ganze Theorie bildet;
und Dirichlet selbst, der seinen eigenen Schöpfungen gegenüber
sich immer ein ganz unbefangenes Urteil bewahrte, legte aUf dies
Resultat einen ebenso hohen Wert, wie auf die Prinzipien, welche
ihn zu dem Beweise des Satzes über die arithmetische Progression
und zur Bestimmung der Klassen-Anzahl der binären quadratischen
Formen geführt haben. Dirichlet hat auch die Klassen·.Anmhl für
solche zerlegbare Formen bestimmt, welche aus der Theorie der
*) Ob dasselbe auch von der schatfsinnigen Methode gilt, welche R..Lipschits
Zur Lösung derselben Aufgabe angewandt hat (Crelles 101U1lal., Bel. 58), wage ich
für jetst nicht zu beurteilen; doch spricht dafür der Erfolg, mit welchem er diese
llethode auf ein höheres Problem übertragen hat (ereIles loumal, BeL 54).
**) Sur la 101utioD deI problemes iDdetennines du secoDd dep. § VI. Xe..
de I'Ac. de DemD. T. XXIII, 1169. - EIe.eu d'Alpbre par L. BGler; Addi·
tions § IX.
, ***) enDes JOIU'DIl, BeL 24-
....) Moutaberichte der Berliner Akademie '9'om Oktober 1841, April 184t,
Kib 1846. -- Comptes reDdu der Pariser Akademie 1840, T. X, S. 286.
110
Kreisteilung entspringen, aber hiervon ist nichts veröffentlicht *).
Es folgte zunächst im Jaln..e 1844 eine wertvolle Untersuchung von
Eisenstein**) über gewisse kubische Formen, welche aus der Kreis-
teilung entspringen; doch scheint dieselbe wegen ihres sehr speziellen
Charakters keinen bedeutenden Einfluß auf die Entwicklung der
allgemeinen Theorie ausgeübt zu haben. Den größten und folgen-
reichsten Schritt aber hat Knmmer***) im Jahre 1847 durch die
Einführung der idealen Zahlen getan; denn wenn auch seine Unter-
suchungen ebenfalls sich zunächst nur auf die Kreisteilung und einige
derselben nahestehende Gebiete beziehen, 80 sind doch die ihnen zu.-
gmnde liegenden Gedanken von viel allgemeinerer Bedeutung. Der
außerordentliche, von Kummer erreichte Erfolg hat mich schon seit
dem Jahre 1856 angetrieben, meine Kräfte hauptsächlich diesem
Gegenstand zu widmen, und es ist mir endlich gelungen, eine all-
gemeine, ausnahmslose Theorie der ganzen algebraischen Zahlen auf-
zustellen, deren Grundlagen ich in dem zehnten Supplement der
zweiten Auflage von Iririehtlets Vorlesungen über Zahlentheorie
veröffentlicht habe ****). :Mit Hilfe dieser Prinzipien, welche ich hier
als bekannt voraussetzen muß, läßt sich nun das auf die zerlegbaren
Formen Ton beliebigem Grade oder auf die entsprechenden Ideal-
Klassen übertragene Problem, das Verhältnis der Klassen-Anzahlen
für verschiedene Ordnungen zu bestimmen, sowohl nach der Methode
von Gauß, als auch nach derjenigen von Dirichlet vollständig
lösen, und hierin besteht das Ziel der vorliegenden Abhandlung.
§ 1.
Theorie der ganzen Zahlen eines endHchen Körpers.
Obwohl diese Theorie, deren Mittelpunkt die Lehre von der
Multiplikation der Ideale und von der Komposition der Ideal-Klassen
bildet, hier als bekannt Toransgesetzt werden muß, 80 wird es doch
*) Vgl. Kummer, Gedächtnisrede auf G. P. Lejeuae Diriehlet, 1860.
S.21-22.
..) Crelles Journal, Bd. 28.
***) Eheada, Bel. 35•
....) Eine etwas allSftihrlichereDarstelluu« eines Teiles dieser Theorie encheiDt
gegeD1Värtig lIDter dem Titel SMr la Odorie dta tIOMbra mtierl algBwipet in
dem B'Nlletin du lCieRca waatMmatiqua et aairotloM~ VOD Darboux und
Ho ü eI. - Ieh werde diese AbhandluDg mit B. sitieren. [Vsi. Bd. 8 dieser Aasgabe.]
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zweckmäßig sein, die wichtigsten ihr zugrunde liegenden Begriffe hier
möglichst kurz in Erinnerung zu bringen, schon um den Anknüpfungs-
punkt der jetzigen Abhandlung an meine früheren Untersuchungen
deutlicher hervorheben zu können.
Ist (J eine algebraische Zahl, und zwar eine Wurzel einer irre-
dnktiblen Gleichung
/(0) == On + a 1 On-t + ... + an- 1 (J + an == 0
vom nten Grade, deren Koeffizienten a t , a2 ..... an-I, an rationale
Zahlen sind, und betrachtet man die sämtlichen Zahlen von der Form
ro == cp (0) == Xo+ xl 0 + x.OS +..... + Xn - 1 (Jn-I,
wo Xo, Xl' X 2 .... X n - 1 willkürliche rationale Zahlen bedeuten, so
besitzt der Inbegriff ß aller dieser Zahlen m die charakteristische
Eigenschaft eines Körpers (D.. § 159), welche darin besteht, daß die
Summen, Differenzen, Produkte und Quotienten von je zwei solchen
Zahlen m ebenfalls in .Q, enthalten sind; ein Körper .ß, dessen Zahlen
auf die angegebene Art aus einer Wurzel (J einer irreduktiblen
Gleichung nten Grades gebildet sind, heißt speziell ein endlicher
Körper vom Grade n. Hat man n Zahlen
ml === fJJl (0), Ws == fP2 (0) .. · · ron == fPn (0)
nach Belieben, nur mit der einzigen Beschränkung aus a ausgewählt,
daß die aus den n2 rationalen Koeffizienten x gebildete Determinante
einen von 0 verschiedenen Wan besitzt, so läßt sich jede beliebige
Zahl m des Körpers,Q, stets und nur auf eine einzige Weise in
der Form 1. J. J.
6J = '''1 Oll + '''1 tiJi + ··.. + '.,.1iJn
darstellen, wo "1' 11" .. • ·hn rationale Zahlen bedeuten. Ein solches
System von fit Zahlen (Du aJ1 ..... Gl" heißt eine Basis des Körpers &a,
und die n rationalen ZaWen Al' As ..... An heißen die Koordinaten
der Zahl CiJ in bezug auf diese Basis. Offenbar bilden die Zahlen
1, 0, 81 ••• 0.- 1 selbst eine solche Basis.
Ist 8' ebenfalls eine Wunel derselben irreduktiblen Gleichung
1(8') = 0, 80 entspricht jeder bestimmten Zahl tD = fIJ(8) des
Körpers Q, eine bestimmte Zahl m' = tp (0'), und der Inbegriff aller
dieser Zahlen 11/ bildet einen mit Q konjugierten Körper 9,'; diese
Korrespondenz besitzt die charakteristische Eigenschaft, daß, wenn
CI, fJ zwei beliebige Zahlen des Körpers .Q bedeuten, stets
(CI )' .'(fI + /I)'= te'+ /I', (te- /lY = fI' - /I', (fI")' = fI' /I't 7i = /I'
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ist; die Substitution, durch welche jede Zahl m= ,,(8) des Körpers &a
in die korrespondierende oder konjugierte Zahl tlJ = tp (8') des
Körpers sa' übergeht, heiße eine Permutation des Körpers &lr. Sind
(j', (J" ••• 8(n) die sämtlichen Wurzeln der obigen irreduktiblen Gleichung,
80 entspricht einer jeden von ihnen, 6<'), eine Permutation p<r) des
Körpers &, durch welche jede in ihm enthaltene Zahl m = rp(8)
in die konjugierte Zahl 6)(1') = ,,(8<r» des Körpers ~(,.) übergeht.
Die fl, mit CD konjugierten Zahlen m', m"··· aJ.ß) sind dann immer die
Wurzeln einer Gleichung n ten Grades mit rationalen Koeffizienten,
welche aber nicht notwendig irreduktibel ist. Das Produkt aJ' m" -•· m(ta)
aus diesen" Zahlen ist eine rationale Zahl, welche die Norm der
Zahl m heißt und mit N (co) bezeichnet wird; sie verschwindet nur
dann, wenn CD = 0 ist, und die Norm eines Produkts ist das Produkt
aus den Normen der Faktoren. Sind ferner ~1' ~ • - • tXr& beliebige
Zahlen des Körpers, 80 ist das Quadrat der Determinante
~+ ,,, (n)~_CC1", •• -"tl'
welche aus den n' konjugierten Zahlen a<:? gebildet ist, ebenfalls eine
rationale Zahl, welche die Diskriminante des Systems 1%1' ~I ••• "-
heißt und mit LJ(~, "I -_."n) bezeichnet wird; dieselbe ist stets und
nur dann 'Von 0 verschieden, wenn die Zahlen 111, «s ··· DCa eine Basis
des Körpers Q bilden; dies ergibt sich leicht aus dem bekannten
Satze LI (1, 8, 81 ••• 0--1) = (- 1)1/1"(;&-1)NU' (8)],
wo '(') die Derivierte der Funktion f (t) bedeutet,
Alle algebraischen Zahlen, deren Gesamtheit ebenfalls einen
Körper, aber keinen endlichen Körper bildet, zerfallen nun in ganze
und in gebrochene Zahlen; eine algebraische Zahl 7J heißt eine ganze
Zahl, wenn sie die Wurzel einer Gleichung von der Form
'1/-+ Cl 71-- 1 + CI '1",-1 +... +C.- t 'I + C", === 0
ist, wo Cl' CI - *. C.-1 , c. ganze Zahlen im. alten Sinne des Wortes
bedeuten, die von nun an immer rationale ganze Zahlen genannt
werden sollen. Aus dieser Definition, welehe wohl die höchste Ver-
allgemeinerung des ursprünglich 80 beschränkten BegriHes der ganzen
Zahl enthält, folgt unmittelbar, daß die Summen, DitlereDZ&ll und
Produkte von je zwei ganzen Zahlen wieder ganze Zahlen sind, und
hieran knüpft sich wieder der Begriff der Teilbarkeit der ganzen
Zahlen: eine ganze Zahl a heißt teilbar durch eine ganze Zahl ~
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oder ein Vielfaches (Mnltiplum) von fj, wenn" == fJ", und" wieder
eine ganze Zahl ist; zugleich heißt r ein Teiler (Divisor) von "'
oder man sagt auch, fJ gehe in a auf. Eine ganze Zahl E, welche
in der Zahl 1 und folglich auch in allen ganzen Zahlen aufgeht,
heißt eine Einheit; zwei ganze Zahlen, deren jede in der anderen
aufgeht, und deren Quotient notwendig eine Einheit ist, heißen
assoziierte Zahlen *) oder Gefährten.
Kehrt man mit diesen allgemeinen Begriffen zn einem endlichen
Körper SI, zurück, und bezeichnet man mit 0 den Inbegriff aller in
Q enthaltenen ganzen Zahlen, zu welchen auch alle ganzen rationalen
Zahlen gehören, 80 ergibt sich ohne Schwierigkeit die Existenz einer
aus n ganzen Zahlen CD!, CDs ••• m. bestehenden Basis des Körpers aß
von der Beschaffenheit, daß die Koordinaten ~, A. •.. k. einer jeden
in 0 enthaltenen Zahl
Gl = k1 CDt + kJ CD,+···+ h.n IBn
ganze rationale Zahlen sind; die Diskriminante
D = L/(GJ1 , (iJ2 •• -wn)
eines solchen Systems GJ1 , 0), .... OJn 1 welches auch eine Basis des
Gebietes 0 heißen soll, ist eine ganze rationale, von 0 verschiedene
Zahl, die ich ihrer Wichtigkeit wegen die Grundzahl oder die Dis-
kriminante des Körpers ß nenne und mit d(a) bezeichne. Die
Norm. einer jeden von 0 verschiedenen Zahl 1.1 des Gebietes 0 ist
eine ganze rationale, von 0 verschiedene Zahl, welche die folgende,
wichtige Bedeutung besitzt; nennt man zwei ganze Zahlen", fJ kon-
gruent oder inkongruent in bezug auf den Modulus "" je nach-
dem ihre Differenz a - IJ durch p teilbar oder nicht teilbar ist, 80
ist die Anzahl aller in 0 enthaltenen, nach I' inkongruenten Zahlen
= + N(p,); die Kongruenz der Zahlen CI, fJ in bezug auf p wird
durch IX =fJ (mod. ,,) bezeichnet. Eine in 0 enthaltene Einheit ist
dadurch charakterisiert, daß ihre Norm = +1 ist.
Die wichtigste Frage ist aber die nach der Zerlegung einer in 0
enthaltenen Zahl " in solche Faktoren, welche, wie im folgenden
immer stillschweigend vorausgesetzt wird, ebenfalls dem Gebiet 0
angehören. Die Divisoren einer Einheit sind sämtlich selbst EiD-
heiten; ist aber ,. keine Einheit, 80 sind zwei Fälle möglich; ist,..
*) V«L 0 ••1 7 Theoria residaol'llDl biqudntiCOftlll n, Art. 31.
Dede'kl••, o-ae1teWerke, I. 8
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das Produkt aus zwei Faktoren, von denen keiner eine Einheit, und
folglich auch keiner mit p assoziiert ist, 80 soll ", eine zerlegbare
Zahl heißen; im entgegengesetzten Falle, d. h, wenn jeder Divisor
Ton I' entweder ein Gefährte von f' oder eine Einheit ist, heißt p
unzerlegbar. Aus dem Satze über die Norm eines Produktes folgt
nun offenbar, daß jede zerlegbare Zahl stets als Produkt aus einer
endlichen Anzahl von unzerlegbaren Faktoren darstellbar ist; w~end
aber in der Theorie der rationalen Zahlen (d. h, im Falle n = 1)
diese Zerlegung, abgesehen von den Einheitsfaktoren + 1, eine völlig
bestimmte, einzige ist, 80 tritt bei Körpern höheren Grades sehr
häufig die merkwürdige Erscheinung auf, daß eine Zahl fit als Produkt
Ton unzerlegbaren Faktoren auf mehrere Arten dantellbar ist, welche
in dem Sinne wesentlich verschieden sind, daß z. B. ein unzerlegbarer
Faktor « der einen Darstellung p == "fJl' ... mit keinem der UD-
zerlegbaren Faktoren "1' Pt ... der anderen Darstellung I' = «1fJt ...
assoziiert ist. Es folgt hieraus, daß eine unzerlegbare Zahl durch-
aus nicht immer den Charakter einer eigentlichen Primzahl besitzt,
welcher darin besteht, daß ein Produkt nur dann durch eine Prim-
zahl teilbar ist, wenn diese wenigstens in einem der Faktoren auf-
geht. Diese unwillkommene Erscheinung, welche auf den ersten Blick
jeden weiteren Fortschrit.t auf diesem Felde zu verbieten sehien, ist
aber die Quelle von einer der schönsten und frnchtb&rBten Ent-
deekungen in der höheren. Arithmetik geworden: in der Tat ist
Kummer bei der Untersuchung solcher Gebiete 0, welche aus der
Kreisteilung entspringen, dahin gelangt, die Gesetze der Teilbar-
keit durch Einführung idealer Zahlen in völligen Einklang mit
denjenigen zu bringen, welche in der alten Theorie der rationalen
Zahlen herrschen.
Es ist das Ziel meiner langjährigen Bemühungen gewesen, das-
selbe Resultat für jeden endlichen Körper 2 zu erreichen, also
diejenigen allgemeinen Gesetze der Teilbarkeit festzustellen, welche
ohne Aumahme jedem Gebiete 0 Ton der oben beschriebenen Art
zukommen. Bei der Begründung dieser Theorie (D. § 163) habe ich
den Ton Kummer eingeschlagenen Weg verlassen und statt der
idealen Zahlen einen anderen Begriff, den des Ideals, einführen
müssen, welcher von jeder, einem speziellen Körper .Q eigentümlichen
Färbung frei ist und gerade deshalb die erforderliche Allgemeinheit
besitzt, um als Grundlage der Theorie dienen zu können. Zum Ver...
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ständnis der nachfolgenden Untersuchungen ist es unerlä.ßlich, an die
Hauptsätze dieser Theorie kurz zu. erinnern.
1°. Ein System DI Ton unendlich vielen Zahlen des Gebietes 0
heißt ein Ideal, wenn es die beiden folgenden Eigenschaften besitzt:
L Die Summen und Differenzen von je zwei Zahlen des Systemsm
sind ebenfalls in. m enthalten.
IL· Jedes Produkt aus einer Zahl des Systems m und aus einer
Zahl des Systems 0 ist eine Zahl des Systems m.
Bedeutet I! eine bestimmte, m jede beliebige Zahl in 0, so
kommen diese beiden Eigenschaften offenbar dem System m aller
durch It teilbaren Zahlen P.61 zu; ein solches Ideal m heißt ein
Hauptideal und wird mit o(p.) oder kürzer mit o#, oder #&0 be-
zeichnet *); es bleibt ungeändert, wenn EI durch eine mit " asso-
ziierte Zahl ersetzt wird. Ist p eine Einheit, 80 ist 0", = 0, und
umgekehrt. Da die Kongruenz zweier Zahlen c.c, fJ in bezug auf den
Modulus ~ darin besteht, daß die Differenz r.c - fJ dem Ideal 0". an-
gehört, so wird man zu. der folgenden allgemeineren Definition der
Kongruenz geführt:
2°. Zwei Zahlen ce, fJ heißen kongruent in bezug auf ein
Ideal m, und dies. wird durch die Kongruenz rt =fJ (mod, m) an-
gedeutet, wenn a - ß eine Zahl des Ideals nt ist; im. entgegen-
gesetzten Falle heißen a, fJ inkongruent nach m. Die immer
endliche Anzahl aller in 0 enthaltenen, in bezng auf m inkongruenten
Zahlen heißt die Norm des Ideals m und wird mit N(m) be-
zeichnet; die Norm eines Hauptideals 0", ist = ±N(p); das Haupt-
ideal 0 ist das einzige Ideal, dessen Norm := 1 ist.
Die Teilbarkeit einer Zahl " = a fJ durch eine Zahl a besteht
darin, daß alle Zahlen pm = a (fJro) des Ideals 0,. auch in dem
Ideal 0 er enthalten sind; dies veranlaßt zn der folgenden Definition
der Teilbarkeit der Ideale:
3°. Ein Ideal m heißt teilbar durch ein Ideal a oder ein Viel-
faches von e, wenn alle Zahlen des Ideals Ut auch dem Ideal Cl an...
gehören; zugleich heißt a ein Teiler von m, oder man sagt auch,
tl gehe in m auf.




Da hiernach die Teilbarkeit der Zahlen nur einen speziellen
Fall von der Teilbarkeit der Ideale bildet, so kommt es lediglich
darauf an, die tatsächlich einfacheren Gesetze der letzteren fest-
zustellen. Dies geschieht durch die folgenden Begriffe und Sätze:
4°. Ist das Ideal m teilbar durch das Ideal a, und letzteres
teilbar durch das Ideal b, 80 ist auch m teilbar durch b.
50. Sind Q, b zwei beliebige Ideale, 80 bildet das System m
aller den Idealen Q, b gemeinschaftlich angehörenden Zahlen ein
Ideal, welches das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von
a, b heißt, weil es in jedem gemeinschaftlichen Vielfachen von Q, b
aufgeht.
6°. Durchläuft a alle Zahlen eines Ideals 4, ebenso (J alle
Zahlen eines Ideals b, 80 bildet das System b aller in der Form
te + fJ darstellbaren Zahlen ein Ideal, welches der größte gemein-
schaftliche Teiler von Q, b heißt, weil jeder gemeinschaftliche
Teiler von Q, & in dem Ideal b aufgeht.
7°. Zwei Ideale, deren größter gemeinschaftlicher Teiler das
Ideal 0 ist, heißen relative Primideale.
8°.. Ein von 0 verschiedenes Ideal ~ heißt ein Primide.al,
wenn es kein Ton 0 und lJ verachiedenes Ideal zum Teiler hat; im
entgegengesetzten Falle heißt II ein zu 8 am me n g e8 et zte 8 Ideal.
9°" Durchläuft « alle Zahlen eines Ideals Cl, ebenso tJ alle
Zahlen eines Ideals b, 80 bilden die sämtlichen Produkte atJ und
alle Summen von solchen Produkten ein durch Cl und durch b teil-
bares Ideal, welches das Produkt ans den Faktoren Q und & heißt
und mit ab = ba bezeichnet wird; zugleich ist N(ab) = N(Q)N(b}
Die Ausdehnung dieses Begriffes auf beliebig viele Faktoren und die
Bedeutung einer Potenz ist selbstverständlich..
10°. Umgekehrt: ist das Ideal m teilbar durch das Ideal a, 80
gibt es ein und nur ein Ideal b von der Art, daß Q b == ttt wird.
11°. Ein Produkt von Idealen ist nur dann durch ein Prim-
ideal teilbar, wenn dieses wenigstens in einem der Faktoren aufgeht.
12°. Jedes zusammengesetzte Ideal ist als Produkt von lauter
Primidealen darstellbar, und zwar nur auf eine einzige Weise.
13°. Damit ein Ideal m durch ein Ideal Cl teilbar sei, ist er..
forderlich und hinreichend, daß alle in Cl aufgehenden Potenzen Ton
Primidealen auch in m aufgehen.
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14°. Sind a, b zwei beliebige Ideale, so gibt es ein durch Cl
teilbares Hauptideal am von der Art, daß mund & relative Prim..
ideale werden.
Für den Fall n = I, in welchem alle Ideale Hauptideale sind,
gehen die vorstehenden Sätze, deren strenge Beweise mir erst nach
Überwindung von erheblichen Schwierigkeiten gelungen sind, in die
FundamentaJBätze über die Teilbarkeit der ganzen rationalen Zahlen
über. Dieselben Gesetze gelten daher auch für jeden Körper SI, von
beliebigem Grade n, sobald alle seine Ideale Hauptideale sind, und
für einen solchen Körper ist offenbar die Einführung der Ideale
gänzlich überflüssig. Dies ist aber, wie schon oben bemerkt, im all-
gemeinen keineswegs der Fall, und hieran knüpft sich die Einteilung
aller Ideale eines Körpers Q in bestimmte Ideal-Klassen (D. § 164).
Zwei Ideale a, b heißen äquivalent, wenn es ein Ideal c gibt, für
welches beide Produkte cc, bc Hauptideale werden; da ans dieser
Definition unmittelbar folgt, daß zwei mit einem dritten äquivalente
Ideale auch miteinander äquivalent sind, so bildet das System A aller
Ideale, welche einem bestimmten Ideal Q äquivalent sind, eine Klasse,
welche ungeändert bleibt, wenn ihr Repräsentant a durch ein be-
liebiges, derselben Klasse A angehörendes Ideal ersetzt wird. Die
Anzahl h dieser Klassen ist immer eine endliche; wählt man ans
jeder Klasse nach Belieben ein bestimmtes Ideal als Repräsentanten,
80 ist jedes Ideal mit einem und nur mit einem dieser h Ideale
äquivalent. Das System aller Hauptideale bildet die Hauptklasse 0;
zu jeder Klasse A von Idealen Q gehört eine bestimmte entgegen-
gesetzte oder reziproke, inverse Klasse A-t, welche aus allen
denjenigen Idealen besteht, die durch Multiplikation mit den Idealen a
in Hauptideale verwandelt werden. Durchläuft nun a alle Ideale
einer Klasse A, ebenso b alle Ideale einer Klasse B, so gehören die
sämtlichen Produkte ab ein und derselben Klasse an, welche die
aus A und B zusammengesetzte Klasse oder das Produkt
aus A, B heißt und mit AB bezeichnet wird; diese Komposition
oder Multiplikation der Ideal-Klassen gehorcht den Gesetzen
AB==: BA, (AB)O= A.(BO), OA == Ä,AA-l ==0, ArA'== Ar+"
AA = 0, und aus AB = AO folgt B = O.
Aus dem Satze AA = 0 folgt beiläufig, wenn man von dem
endlichen Körper.Q wieder zu dem Gebiete aller ganzen algebraischen
"Zahlen übergeht, das wichtige Resultat, daß je zwei ganze Zahlen
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11, {J, die nicht beide verschwinden, einen größten gemeinschaftlichen
Divisor 8 besitzen, welcher in der Form ß = ""t+ fJ {jt darstellbar
ist, wo a t , PI ebenfalls ganze Zahlen bedeuten; natürlich kann auch
hier a durch jeden Gefährten von d ersetzt werden.
Das größte Interesse nimmt aber dieBesuimmung der Klassen-
Anzahl 11 in Anspruch (D. § 167). Die Übertragung der Prinzipien,
welche Dirichlet bei dem Beweise des Satzes über die arithmetische
Progression und bei der Bestimmung der Klassen-Anzahl der binären
quadratischen Formen geschaffen hat, führt zn der Betrachtung un-
endlicher Reihen und Produkte von der Form
1~ f(a) = TI 1 - f(lJ)'
wo Cl alle Ideale, lJ alle Primideale durchläuft, und /(a) eine reelle
oder komplexe Funktion bedeutet, die der Bedingung f(Clb) = /(a) I(b)
genügt und außerdem so beschaffen ist, daß die unendliche Reihe
linker Hand eine von der Anordnung ihrer Glieder unabhängige
endliche Summe besitzt. Diese Bedingungen sind erfüllt, wenn man
1
1(0) = N(al' 8> 1
nimmt; multipliziert man mit (8-1) und teilt die Totalsumme in
h Partia1summen, deren jede einer bestimmten Klasse von Idealen a
entspricht, 80 nähern sich diese Summen für unendlich kleine posi-
tive Werte von (8- 1) einem gemeinschaftlichen, endlichen, von
o verschiedenen Grenzwert g, der sich nach den fundamentalen Unter-
suchungen Dirichlets über die Einheiten ohne Schwierigkeit be-
stimmen läßt, und man erhält folglich
gh = tim ~ ~ (a~ = lim (8 - 1) n 1 1
1- N(lJl
Das Problem der Klassen-Anzahl wird daher gelöst sein, sobald
es gelingt, den Grenzwert der unendlichen Reihe oder des mit ihr
identischen Produkts noch auf eine zweite Art, nämlich unmittelbar
ans der Natur der sämtlichen, dem Körper Q angehörenden Prim-
ideale lJ zu bestimmen. Dies ist bis jetzt nur für Kreisteilun~
körper geglückt (zu welchen auch alle quadratischen Körper ge-
hören), und eine aufmerk~e Betrachtung dieser Fälle fü.hrl zu. der
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Überzeugung in welcher ich durch meine demnächst zn ver....
öffentlichenden Untersuchungen über die Anzahl der Ideal-Klassen in
kubischen Körpern bestärkt werde -, daß die allgemeine Lösung
des Problems der Klassen-Anzahl auf diesem Wege erst dann ge-
lingen wird, wenn die algebraische Konstitution eines jeden Körpers
und ihr Zusammenhang mit seinen Idealen uns vollständig bekannt
sein wird - ein Ziel, von welchem wir noch außerordentlich weit
entfernt sind; außerdem scheint auch eine viel genauere Ausbildung
der Theorie der transzendenten Funktionen erforderlich zu sein.
Es ist nun noch mit einigen Worten die Beziehung zwischen
den Idealen eines Körpers und den zugehörigen zerlegbaren
F 0 r m e n zu besprechen (D. § 165). Ist a ein bestimmtes Ideal, so
gibt es immer n partikuläre, in Q enthaltene Zahlen "1' t; ... an
von der Beschaffenheit, daß die sämtlichen Zahlen " des Ideals Q
durch den Ausdruck
a == Xl a l + Xi "2 + ... + Zn an
dargestellt werden, wenn die Variabelen Xl' XI ••• Xfl alle ganzen
rationalen Zahlen durchlaufen. Das System der Zahlen "1' a, · · .. an
heißt eine Basis von a. Bildet man das Produkt aus allen n mit
tX konjugierten Ausdrücken, 80 erhält man
N(a) = N(a)X,
wo X eine homogene Funktion 11,tau Grades von den Variabelen
Xl' %1 ••• Zn bedeutet; die Koeffizienten dieser zerlegbaren Form X
sind immer ganze rationale Zahlen ohne gemeinschaftlichen Teiler.
Da das Ideal 11 unendlich viele verschiedene Basen besitzt, 80 ent-
spricht demselben eine Klasse Ton unendlich vielen äquivalenten
Formen X, welche durch lineare Substitutionen mit ganzen rationalen
Koeffizienten gegenseitig ineinander übergehen, Dieselben Formen
entspringen aber auch aus jedem mit (1 äquivalenten Ideal, und folg..
lieh entspricht jeder Ideal-Klasse eine bestimmte Formen-Klasse. Die
Multiplikation der Ideale und der Ideal-Klassen führt zn der Kom-
position der Formen und der Formen-Klassen.
Aber diese Formen X umfassen nur einen unendlich kleinen
Teil aller möglichen zu dem Körper .Q gehörenden Formen. Ver·
steht man nämlich unter der Determinante einer aus " homo-
genen linearen Faktoren 11, 'I ... f. gebildeten FUDktion l' ..-on
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" Variabelen Al' AI •.• An das Quadrat der Funktional-Determinante
~ + a11 al• ... al.. I
- iJ"'l iJ"'l ahn
so ergibt sich leicht, daß die Determinante aller oben betrachteten
Formen X mit der Grundzahl D = J!1(ß) des Körpers .ß überein-
stimmt; für den Fall .", = 2 würde man z. B. nur zu solchen bi-
nären Formen aa:' + bxy + c1f gelangen, deren Determinante
b" - 4: ac = D durch kein ungerades Quadrat teilbar und entweder
== 1 (mod. 4), oder = 8, 12 (mod. 16) ist *).
Um nun eine allgemeinere Theorie der zu einem Körper ß ge-
hörenden Formen aufzustellen, muß man, wie ich schon früher be-
merkt habe (D. § 165), den Begriff des Ideals BO erweitern, daß an
Stelle des bisher betrachteten Gebietes 0, welches alle ganzen Zahlen
des Körpers umfaßt, beschränktere Gebiete 0' treten, welche ich mit
Rücksicht auf die in der Theorie der binären quadratischen Formen
von Gauß gebrauchte Ausdrucksweise Ordnungen genannt habe.
Diese Erweitemng bildet den nächsten Gegenstand dieser Abhandlung.
§ 2.
• Sätze aus der Theorie der .Moduln.
Um hierzu zu gelangen, und namentlich um beständige Wieder-
holungen über die Art zu vermeiden, in welcher aus gewissen Systemen
von Zahlen neue Systeme gebildet werden, ist es notwendig, hier
einige sehr einfache und zugleich sehr allgemeine Sätze über solche
Systeme einzuschalten, die ich Moduln genannt habe CD. § 161). Da'
der Begriff eines Ideals in demjenigen eines Moduls als spezieller
Fall enthalten ist, so wird bei einer systematischen Darstellung die
Theorie der Moduln zweckmäßig der Theorie der Ideale vorauf-
geschickt werden. Hier wird es genügen, einige Hauptbegriffe zu
entwickeln und einige Sätze anzuführen, deren Beweise ich unter-
drücke, weil jeder sie leicht finden wird (vgl D. § isr und B. §§ 1
*) Die obige Erklinmg einer Formen-Determinante siimmt für den Fall 11 == 2
nicht gans mit derjenigen von Gauß überein; dies lä.8t sich aber kaum vermeidea,
wenn sie allgemein für jeden Grad 1l gelten soll, und selbst in dem speziellen
Falle n == 2 sprechen viele Erscheinungen zugnnsten derselben, was ich aber hier
Dicht niher begründen kaDn.
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bis 4). Da manche dieser Sätze sich in Worten nur ziemlich um-
ständlich aussprechen lassen, so wage ich es, die Ausdrncksweise
durch Einführung einer Zeichensprache absnkürsen, und ich hoffe,
daß man aus diesem Grunde die Benutzung der Zeichen >, <, +, _
entschuldigen wird. Ich bemerke nur noch, daß im folgenden die
Einschränkung auf die Zahlen eines endlichen Körpers gänzlich weg-
fällt,. also das Wort Zahl immer in seiner allgemeinsten Bedeutung
gebraucht wird.
10• Ein System m von reellen oder komplexen Zahlen heißt ein
Modul, wenn alle Summen und Differenzen dieser Zahlen demselben
System m angehören. Die Zahl 0 findet sich in jedem Modul, und
sie bildet auch für sich allein einen Modul. Ein Modul m heißt
teilbar durch einen Modul a oder ein Vielfaches von Q, wenn
alle Zahlen des Moduls m auch in a enthalten sind; zugleich hei.ßt a
ein Teiler von m, und wir bezeichnen die Teilbarkeit von m durch
a sowohl durch m > a, als durch Cl < m. Ist jeder der heiden
Moduln m, a durch den anderen teilbar, 80 sind sie identisch, was
durch m === Ll angedeutet wird. Ans m > a, Q > b folgt m > b.
Sind a, b zwei beliebige Moduln, so ist das System aller derjenigen
Zahlen, welche beiden Moduln gemeinschaftlich angehören, selbst ein
Modul, und zwar ein Vielfaches von a und von b, welches durch
Q - b = 6 - Q bezeichnet werden soll; dasselbe heißt das kleinste
gemeinschaftliche Vielfache von a, b, weil jedes gemeinschaft-
liche Vielfache von Q, b durch a - b teilbar ist. Durchläuft Cl alle
lAhlen eines Moduls a, ebenso {j alle Zahlen eines Moduls &, so ist
das System aller Zahlen von der Form ~ + fJ ein Modul, und zwar
ein Teiler von a und von b, der mit a + b == b + Q bezeichnet wer-
den soll; derselbe heißt der größte gemeinschaftliche Teiler
von Q, b, weil jeder gemeinschaftliche Teiler von a, b auch ein Teiler
von a + b ist. Diese Begriffe lassen sich leicht auf beliebig viele,
sogar auf unendlich viele :Moduln 4, b, C ••• ausdehnen, und man be-
weist leicht die beiden folgenden charakteristischen Sätze
(4+ b)- (a + c) == a + (& - (a + c),
(a - &) + (11- c) = Q - (6+ (G - cj),
in welchen sich der zwischen den Begriffen des kleinsten gemein..
schaftlichen Vielfachen und des größten gemeinschaftlichen Teilers
durchgängig herrschende Dualismus kundgibt.
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20. Zwei Zahlen tz, (J heißen kongruent oder inkongruent
in bezug auf einen Modul m, je nachdem ihre Differenz IX - fJ in
m enthalten ist oder nicht; die Kongruenz wird durch IX={J (mod. m)
ausgedriickt. Alle mit einer bestimmten Zahl nach m kongruenten
Zahlen bilden eine Zahl-Klasse (mod. m). Mehrere Zahlen heißen
inkongruent (mod. m), wenn jede derselben mit jeder der übrigen in-
kongruent (mod. m) ist. Bind Q, b zwei beliebige Moduln, 80 kann
es sein, daß Q nur eine endliche Anzahl inkongruenter Zahlen in be-
zug auf b enthält, und dann 8011 diese Anzahl durch das Symbol
(a, b) bezeichnet werden; gibt es aber in a unendlich viele, in bezug
auf b inkongruente Zahlen, so soll (a, b) === 0 gesetzt werden, weil
dann gewisse Determinanten-Sätze allgemein gültig bleiben. In beiden
Fällen ist
(a, b) === (a, a - b) = (a + &, b); ,
ist a > b, so ist (0,&) == 1, und umgekehrt. Ist ferner m > a > b,
so ist
(b,m) == (b,4)(a,m).
Dn.reh Kombination beider Sätze erhält man viele andere Sätze, die
hier übergangen werden können. Sind q, 6 zwei gegebene Zahlen,
so hat das System der beiden Kongmenzen
CD _ f (mod. e), co =fl (mod. b)
stets und nur dann gemeinschaftliche Wurzeln G), wenn
f/ =(j (mod. a + b)
ist, und die sämtlichen Zahlen m bilden eine bestimmte Zahlklasse
(mod. a - b)..
30• Sind aJ , «. ... an Konstanten, während :1:1 , 2:, ••• z. alle
ganzen rationalen Zahlen durchlaufen, so bilden die sämtlichen, in
der Form
a == X1 « 1 + XI~ + ... + Z"tI,l
darstellbaren Zahlen" einen Modul c, der ein endlicher Modul
heißen und mit ["t, t; ... an] bezeichnet .werden soll; die Konstanten
"1' t; ... an bilden eine Basis des Moduls Q.. Der Modul [1] ist
das System aller ganzen rationalen Zahlen. Wenn alle Zahlen eines
solchen endlichen Moduls Q = [(t1' t; .. · · «n] durch Multiplikation
mit rationalen, von 0 verschiedenen Zahlen in Zahlen eines Moduls &
verwandelt werden können, so ist (c, &) von 0 verschieden, und G - b
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ist ein endlicher Modul; man kann die ganzen rationalen Zahlen a
80 wählen, daß die n Zahlen
"'1 = a~ «t,
141 = a~"l + a; (/;2'
1'3 = a~' at +a~' (.(2 + a;' Ma,
#1ft = aiR)"t + tJ~") ~ + a~")"8 + ···+ a~) an
eine Basis von a - b bilden, und daß zugleich
(4, b) = (a, a - b) = a;a;a~" ... a~)
wird; unterwirft man die _ ganzen rationalen Zahlen :t~, z~ ... x:
den n Bedingungen
80 sind die entsprechenden, in a enthaltenen Zahlen
cl == x~ a1 + x~CXg + ...+ z~"n,
deren Anzahl == (a, b) ist, sämtlich inkongruent (mod. &) und des-
halb auch inkongruent (mod. a - 6).
4°.. Ein System von n Zahlen "t, ~ .*. an soll ein irreduk..
tibeles System, und diese Zahlen sollen voneinander unabhängig
heißen, wenn die Summe
(;( == Xl (,(1 + X2 eti + ·* • + X"etn
für jedes System von rationalen, nicht sämtlich verschwindenden
Zahlen Xl' Xi ••• Zn einen von 0 verschiedenen Wart erhält. Ist nun
wieder Q = [~, ~ ... "11]' und sind die Basiszahlen eines Moduls
m = [111' P. Io.. P,n] von der Form
Pt = a; "1 + a~t%2 + + a~"n,
~I = a~"t + a; (.C! + + a;fIn,
~ == a~n)"t + tJ~") t; + ·.. + a<:>«n ,
wo die Koeffizienten a ganze rationale Zahlen bedeuten, 80 ist
( ) +~ + ", (n)a, m = _ _ Gt GI ••. an ·
Von besonderer Wichtigkeit ist noch der folgende Satz: besteht eine
Basis eines endlichen Moduls a aus m Zahlen a~, «~ •.. os;., Ton
denen aber nur 71 voneinander unabhängig sind, 80 gibt es immer
eine aus n unabhängigen Zahlen "t, ces ••. Un bestehende Basis des-
selben Moduls a.
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60. Durchläuft" alle Zahlen eines Moduls a, ebenso (J alle
Zahlen eines Moduls b, so bilden die Produkte a;fJ und alle Summen
solcher Produkte einen Modul, der das Produkt aus den Faktoren
Cl b heißen und mit a& bezeichnet werden soll, aber keineswegs,
durch c oder b teilbar zu sein braucht. Offenbar ist ab == ba und
(ab) c == a(be) === cbc; die Bedeutung einer Potenz Cl' ist selbst-
verständlich. Aus a' > a und b' > 11 folgt a'b' > ab; ferner ist
(a + &)c = ac +bc,
(a - b)e > cc - bc,
(a + b)(n - b)> ab;
ist ferner [1] > 0, 80 ist Q > oa, weil a[l] = u ist. Ist & ein ein-
gliedriger Modul [,,], so besteht das Produkt tl b aus den Produkten
"11, wo a alle Zahlen des Moduls Q durchläuft; ein solches Produkt
0[,,] soll bequemer durch a", = ~a bezeichnet werden; dann ist
(a",)v = 0(,.&'1'), und aus ap, = B' 11 folgt immer a == Q', wenn p. VOD
o verschieden ist.
6°. Ist a ein beliebiger Modul, so bildet das System 0 aller
derjenigen Zahlen CD, für welche das Produkt Bill > (l wird, einen
:Modul, welcher die Ordnung des Moduls tl heißen soll und offen-
bar stets ein Teiler des Moduls [1] ist; hieraus folgt unmittelbar,
daß 00 = Q, und 02 = 0 ist. Umgekehrt ist jeder Modul 0, der ein
Teiler von [1] und von 01 ist, eine Ordnung, nämlich diejenige des
Moduls 0 selbst. Der Begriff einer Ordnung bildet eigentlich nur
einen speziellen Fall des Begriffes des Quotienten Q: b von zwei
beliebigen Moduln Q, b, wonmter der größte gemeinschaftliche Teiler
aller derjenigen Moduln c zu verstehen ist, für welche das Produkt bc
durch Ct teilbar wird; die Ordnung 0 eines Moduls a ist nämlich
identisch mit dem Quotienten 11: Q, und die charakteristische Eigen-
schaft einer jeden Ordnung 0 wird durch die Gleichung 0: 0 == 0
ausgedrückt, Doch wird von dem Begriff des Quotienten in dieser
Abhandlung kein Gebrauch gemacht werdelL
§ 3.
Ordnungen in einem encllichen Körper.
Nach diesen allgemeinen Vorbereitnngen kehren wir definitiv zn
den Zahlen eines endlichen Körpers Q vom Grade 11, Zl1lÜck, und
beschränken zunächst den Begriff des Moduls in der Weise, daß
unter einem Modul a stets ein endlicher :Modul ["t, "' ... «;.] verstanden
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wird, dessen Basiszahlen (;(1' IX, ••• tl'n zugleich eine Basis des Körpers .Q
bilden (§ 1) und folglich voneinander unabhängig sind (§ 2, 4°). Da
hiernach jede Zahl des Körpers .Q, durch Multiplikation mit einer
rationalen, von 0 verschiedenen Zahl in eine Zahl des Moduls a ver-
wandelt werden kann, so ergibt sich aus den vorhergehenden allgemeinen
Sätzen sehr leicht, daß das kleinste gemeinschaftliche Vielfache, der
größte gemeinschaftliche Teiler, und ebenso das Produkt (und auch
der Quotient) von je zwei solchen Moduln a, b stets wieder ein solcher
Modul, und daß (G, b) stets von 0 verschieden ist. Versteht man
ferner. wie früher, und wie es auch in der Folge stets geschehen
soll, unter 0 das Gebiet aller ganzen Zahlen des Körpers ß, so
kommt die Definition eines Ideals m (§ 1, 1°) darauf hinaus, daß m
ein durch 0 teilbarer Modul ist (1), welcher der Bedingung Dm = m
genügt (11); die dortigen Sätze 5°, 6°, 9° enthalten nur noch die
Behauptung, daß das kleinste gemeinschaftliche Vielfache, der größte
gemeinschaftliche Teiler und das Produkt Ton zwei beliebigen Idealen
wieder Ideale sind; die Norm eines Ideals mist == (0, m).
Für die in Aussicht genommene Erweiterung des Ideal-Begriffs
ist nun vor allem die Konstitution der Ordnung 0' eines beliebigen
Moduls Q = ["1' a 2 ... an] von Wichtigkeit (§ 2, 6°). Damit eine
Zahl m' der Ordnung 0' des Moduls II angehöre, ist offenbar erforder-
lich und hinreichend, daß die n Produkte m'at , (iJ'~ ••• Gi~ in a
enthalten sind, daß also
m' «1 = X~"t + x~ (,(. + + x~ an,
co' r; = x~ «1 + z~ "I + + x~«n,
.............. ,. ...
ai tXn = zCr>~+ x~ft) r; + .... + X<fin) ""
ist, wo die AI Koeffizienten :t sämtlich ganze rationale Zahlen be-
deuten. Aus jeder einzelnen dieser Gleichungen folgt zunächst, daß
6)' eine Zahl des Körpers .Q ist, und wenn man die n Zahlen ('.(1' «t · · . tXn
eliminiert, 80 erhält man
x~ •.....••. x~
x; - a1' .•. x;
=0,
xiR) ~ft) •••••••• z<:> - Gi
d, h. OJ' ist eine ganze algebraische Zahl, also in dem Gebiete 0 ent-
halteD; mithin ist 0' ein Vielfaches 'Von D. Versteht man jetzt für
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einen Augenblick unter 6" eine beliebige Zahl des Körpers .Q, 80
gehören auch die f'I, Produkte S'"l' (iJ' GI .... co' C4& dem Körper ~ an,
UDd folglich werden, da "1'"1·.... "n eine Basis des Körpers Q
bilden, wieder n Gleichungen 'Von der obigen Form stattfinden, in
welchen aber die n' rationalen Koeffizienten x nicht mehr notwendig
ganze Zahlen sind; es wird dann immer eine von 0 verschiedene,
rationale Zahl m von der Art geben, daß die sämtlichen n i Pro-
dulde mz ganze Zahlen werden, und folglich wird das Produkt mal
eine Zahl der Ordnung 0' sein; jede Zahl des Körpers Sl., also auch
jede Zahl des Gebietes 0 kann daher durch Multiplikation mit einer
von 0 verschiedenen rationalen Zahl in eine Zahl der Ordnung 0'
verwandelt werden, und da das Gebiet 0 = [6)1': CD, • • .. Ciln] ein Teiler
von 0' ist, so ist (nach § 2, 3°) 0' ein endlicher Modul [m~, CD~ ..... CD~],
dessen Basiszahlen mit denen von 0 durch ft, Gleichungen 'Von der
Form
CD~ == k~ (iJt + k~ IDs +... + k~ (D.,
co; = 1c~ 1»1 + k; (Os +... + x;: GJfl ,
" = 14'1l) CDt + ~.) CD. + ... + Jt:> lOB
verbunden sind, deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen sind und
eine Ton 0 verschiedene, positive Determinante
~ ± 1c~1c~ ••• k~) = (0, 0') = ~
besitzen.' Die charakteristischen Eigenschaften einer solchen Ord-
nung 0' sind daher (§ 2, 6°) die folgenden:
1o. 0' ist ein durch 0 teilbarer Modul im obigen beschränkten
Sinne des Wortes; alle in 0' enthaltenen Zahlen sind ganze Zahlen
des Körpers aSlr.
2°. 0' ist ein Teiler von [1], d, h. alle ganzen rationalen Zahlen
sind in 0' enthalten.
8°. 0' ist ein Teiler von 0'1, d, h. jedes Produkt von zwei in
o' enthaltenen Zahlen gehört ebenfalls dem System 0' an. Aus 28
folgt dann 0" = 0'.
Aus den obigen Gleichungen folgt nun durch Umkehrung, daß
die n Produkte km!, km,.·. km. der Ordnung 0' angehören, und
folglich ist das Hauptideal ok teilbar durch 0'. Da ferner der größte
gemeinschaftliche Teiler von je zwei durch 0' teilbaren Idealen selbst
wieder ein durch 0' teilbares Ideal ist, so gibt es unter diesen, .dureh
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0' teilbaren Idealen ein einziges, völlig bestimmtes Ideal r von kleinster
Norm, und die genannten Ideale sind (nach § 1, 10°) identisch mit
den sämtlichen Produkten Q l, wo a alle Ideale durchläuft. Dieses
Ideal r soll der Führer der Ordnung 0' heißen. Da das Haupt-
ideal 0 k durch 0' und folglich auch durch f teilbar ist, 80 ist /&A als
Norm von olc teilbar durch
N(f) = (0, f) = (0, 0')(0', f) = 1c(0', I).
Ist der Führer f der Ordnung 0' und für jede der (0', f) Zahl-
klassen, aus denen 0' besteht, ein Repräsentant gegeben, so ist 0'
vollständig definiert. Nicht jedes Ideal r kann der Führer einer
Ordnung sein, sondern hierzu. ist eine gewisse Bedingung erforder-'
lieh, deren Auffindung keine großen Schwierigkeiten darbietet; doch
würde die Ableitung derselben sowie ein näheres Eingehen auf die
Konstitution der Ordnungen überhaupt, uns hier zn weit führen. Das
Gebiet 0 ist offenbar selbst eine Ordnung und auch zugleich der
Führer derselben.
§ 4.
Ideale der Ordnung e'.
Es sei nun 0'· eine bestimmte Ordnung im Körper a, und r der
Führer derselben, 80 wollen wir ein System c' von unendlich vielen
Zahlen ein Ideal der Ordnung 0' oder kürzer ein Ideal in 0'
nennen, wenn es die folgenden drei Bedingungen erfüllt:
1 Die Summen und Differenzen von je zwei in a' enthaltenen
Zahlen gehören ebenfalls dem System a' an, d, h, a' ist ein Modul
im allgemeinsten Sinne des Wortes.
Il Jedes Produkt aus einer Zahl des Systems a' und aus einer
Zahl der Ordnung 0' ist eine Zahl des Systems a'; d, h. 0' a' ist teil-
bar durch 11' und folglich auch = Cl', weil 0' ein Teiler von [1] ist.
m. Der größte gemeinschaftliche Teiler 4' +r von Q' und f
ist = 0'.
Für den Fall, daß die Ordnung 0' identisch mit 0 ist, geht diese
Definition eines Ideals 4' in 0' vollständig in die frühere Definition
(§ 1, }I) eines Ideals über, da die dritte Bedingung nur darauf hin-
auskommt, daß 0' durch 0 teilbar ist. Wir werden daher diese Ideale
künftig, wenn Mißverständnisse zu befürchten sind, Ideale in 0 zn
nennen haben. Im folgenden nehmen wir immer an, daß 0' von 0 ver..
schieden ist.
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Ist nun «' eine beliebige, aber von 0 verschiedene Zahl in c',
und bilden die 1f, Zahlen CD~, G)~ ••• m~ eine Basis der Ordnung 0', 80
sind die 11. Produkte (I.' CD~, (1/ O)~, ••• ,,: GJ~, welche (zufolge II) in u'
enthalten sind, voneinander unabhängig "und bilden folglich eine Basis
des Körpers Q,; mithin kann jede Zahl des Körpers durch Multi-
plikation mit einer rationalen, von 0 verschiedenen Zahl in eine Zahl
des Ideals c' verwandelt werden, woraus wieder leicht folgt, daß c'
ein endlicher Modul [tX~, ~ ••• "], also ein Modul in dem Sinne
des § 3 ist. Die Basiszahlen haben die Fonn
a~ = a~ CiJ~ + a~ m~ + + a~ m~,
~ = a~ GJ~ + a~ m~ + + a; m~,
tv~_ - a(n) fiJ' + a(n) fiJ' + ... + a(n) fIJ'~ - 1 1 ~ j 1t .,
wo die Koeffizienten ganze rationale Zahlen sind, deren Determinante
~ + a' 0" •.. a(n) - (0' u')- 1 I n - ,
die Norm des Ideals (1' heißen und mit N'(a') bezeichnet werden soll
Es ergibt sich ferner leicht, daß 0' auch die Ordnung des
Ideals c' ist; in der Tat besteht die letztere, die wir mit 01 bezeichnen
wollen, zufolge ihrer Definition (§ 2! 6°) aus allen Zahlen CDt , für
welche a' GJ1 > Il' wird, und da (nach II) c' 0' === Q' ist, 80 ist jeden-
falls 0' > °1 , und es braucht nur noch bewiesen zu werden, daß
umgekehrt auch 01 > 0' ist. Da nun n' ein endlicher Modul des
Körpers, und folglich (nach § 3, 1° und 2°) [1] > 01 > 0 ist, BO
ergibt sich ![1] > fOt > fo, mithin f01 == l, weil t[l] == !o == fist;
da außerdem (nach § 2, 6°) Q' 01 == c', und (nach III) 0' == r+ G'
ist, so folgt 0' 01 = f0 1 + Q' 01 = r+ a', also 0' 01 == 0'; nun ist aber
[1J> 0', also auch [1] oJ > 0' °1 , d, h. 01 > 0', was zu beweisen war.
Sind ferner G', b' zwei beliebige Ideale in 0', so überzeugt man
sich leicht, daß u' - b', a' + b', a'b' ebenfalls Ideale in 0' sind, und
daß a'b' sowohl durch a' als durch b' teilbar ist. Der Kürze wegen
beschränke ich mich auf die Betrachtung des Produkts, Da 0' c' = a',
80 ergibt sich 0' (Q' b') == (0' a')b' === 0' b', also besitzt a' 6' die Eigen-
schaft IL Da ferner f > 0' und 0' a' = 4' ist, 80 folgt a' fJ' > CI';
ebenso ist c' b' durch &' teilbar. Da endlich D' = a' + f ist, so folgt
&' = o'lt' = u'b' + fb', also 0' = b' + f = a'b' + Ih' + !; da nun
t = fo, und b' > 0 ist, 80 folgt fb' + ! = f(b' + 0) = 10 = !, also
0' = Cl'b' + f, womit auch die Eigenschaft m für a' &' dargetan ist.
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§ 5.
Korrespondenz zwischen den Idealen in 0' und o.
Man könnte nun eine Theorie der Ideale in 0' aufstellen, welche
sowohl in den Sätzen wie in ihren Beweisen eine vollständige Analogie
mit der früheren Theorie der Ideale in 0 darbieten würde. . Allein
es ist viel bequemer, die neue Theorie auf die alte zurückzuführen.
Dies geschieht durch die folgenden Sätze.
1°. Is t G' ein Ideal in 0', so ist Da' ein Ideal in 0, und
zwar relatives Primideal zu l; zugleich ist u' das kleinste
gemeinschaftlIche Vielfache, 0 der größte gemeinschaft-
liche Teiler von 0' und eu', und folglich N'(a) = N(oQ'). Ist
ferner b' ebenfalls ein Ideal in 0', und oa' = ob', so ist a' = b'.
Beweis. Der Modul oa' genügt der Bedingung 0(0(1) = Da',
weil o~ === 0 ist, und er ist teilbar durch 00' = 0, weil a' > 0' und
[1] > 0' > 0 ist; also ist cu' ein Ideal in o. Aus 0' = B' + f folgt
durch Multiplikation mit 0 ferner 0 = Da' +!, also sind Da' und r
relative Primideale. Hierans ergibt sich ferner (entweder nach der
bekannten Theorie der Ideale in 0, oder auch unmittelbar), daß ihr
kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches f - ou' = !oa' == la' ist.
Wendet man nun den allgemeinen Satz (§ 2, 1°)
(a + b) - (c + c) == n+ (b - (a + cl)
auf den Fall a = u', D= f, C = oc' an, so ergibt sich, weil G' + ou'
= (0' + o)a' = oc' ist,
0' - Da' == c' + (I - oa') = 11' + la'
= n'{o' + f) = a'o' = 11'.
Ferner ist
0' + oa' = r+ c' + ou' = ! + Da' == o.
Hieraus ergibt sich (nach § 2, 2°)
(0', oc') == (0', a') === (0, Da'),
also N'(a') = N(oa'). Aus cc' = ob' folgt endlich, weil G' = 0' - eu'
und b'.= 0' - ob' ist, auch u' = b', was zu beweisen war.
2°. Ist a ein Ideal in 0, und zwar relatives Primideal
zu !, so ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache u' von
0', Cl ein Ideal in 0', und zugleich ist Olt' = Q.
Beweis. Zunächst ist 0' u' > Da = a, weil 0' > 0, (1' > Q ist;
außerdem ist 0' a' > 0', weil e' > 0' und 0' 0' := 0' ist; mithin ist
Deaelth.d. Geaammelte Werke, I. 9
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0' tl' ein gemeinschaftliches Vielfaches von 0', a und folglich auch
teilbar durch Q', d. h. c' genügt der Bedingung 11. Nach einem für
drei beliebige Moduln Cl, f, 0' geltenden Satze (§ 2, 1°) ist ferner
(0' - a) + (0' - f) == 0' - (u+ (0' - f»,
und da in unserem Falle 0' - Q == a', 0' - f = f, a + f = 0, 0' - 0
= 0' ist, 80 ergibt sich c' + r= 0', also genügt G' auch der Be-
dingung m und ist folglich ein Ideal in 0'. Hieraus folgt (nach
dem Satze 1°), daß oa' ein Ideal in 0, und daß zugleich 0 == Da' + f,
also auch Q = Da'a + fu ist; da nun Cl, r Ideale in 0 sind, so ist
!a > ! > 0' und tu > a, also muß tu, als gemeinschaftliches Viel..
faches von 0', 0:, durch c' und folglich auch durch ou' teilbar sein;
da nun auch oa'a durch cc' teilbar, also oa' ein gemeinschaftlicher
Teiler von tu und ou'a ist, 80 folgt, daß u als größter gemeinschaft..
lieher Teiler von oa'a und fo gewiß durch oa' teilbar ist; umgekehrt
ist aber auch ec' > a, weil G' > a und Oll === a ist; mithin" ist
DU' = Cl, was zu beweisen war.
Dnrch diese heiden Sätze ist eine eindeutige, gegenseitige Kor-
respondenz zwischen allen Idealen u' in 0' und allen denjenigen
Idealen a in 0 begründet, welche relative Primideale zum Führer f
der Ordnung 0' sind; die Korrespondenz zwischen G und G' besteht
darin, daß gleichzeitig Q = 0 u', und a' = 0' - Q ist. Offenbar ent-
sprechen sich auf diese Weise die beiden Ideale 0 und 0'.
Es ist schon oben (§ 4) bewiesen, daß jedes Produkt 4' 11' aus
zwei Idealen a', b' in 0' wieder ein Ideal c' in 0', und zwar durch a'
und durch &' teilbar ist; da nun 02 = 0 ist, so ist gleichzeitig
on' -nb' = oa'b' = cc', also (nach § 1, 9°) N(oa'b') = N(oa')N(ob')
und folglich auch
N' (a'b') = N' (Cl')N' (bj.
Umgekehrt: wenn c', c' Ideale in 0' sind, und wenn c' durch n' teil-
bar ist, 80 ist auch ec' > na', und folglich (§ 1, 10°) gibt es ein
und nur ein Ideal & in 0, für welches 0 c' = oa'& wird; da nun ac',
also auch b, relatives Primideal zn r ist, 80 gibt es (nach 2°) ein
und nur ein Ideal b' in 0', für welches ob' = b wird; es ist daher
oc' == 0 a' •0 b' = 0 (4' b'), woraus (nach 10) c' = 0' b' folgt; wäre nun
zugleich c' = a'b' und b' ebenfalls ein Ideal in 0', 80 würde ac' = Da'
• ob' = Da'· ob', und hieraus (nach § 1, 10°) ob' = ob', also auch






3°.. Ist das Ideal c.' in 0' teilbar durch das Ideal c' in 0',
80 gibt es ein und nur ein Ideal (1' in 0' von der Art, daß
u'b' = e' wird; außerdem ist immer N'(a'b') = N'(a.')N'(b').
Aus allem diesen ergibt sich ohne weiteres, daß die Gesetze der
Teilbarkeit der Ideale in 0' und ihrer Multiplikation gänzlich mit
den Gesetzen der Teilbarkeit derjenigen Ideale in 0, welche relative
Primideale zn f sind, übereinstimmen und durch die genannte Kor-
respondenz aUB den letzteren unmittelbar entnommen werden.
§ 6.
Hauptideale und Ideal-Klassen in 0'.
Zwei Moduln a, b des Körpers Q, d. h. endliche Moduln, deren
Basen zugleich Basen des Körpers sind (§ 3), sollen äquivalent
heißen, wenn es eine Zahl", von der Beschaffenheit gibt, daß a", == b,
und folglich, da IJ nicht verschwinden kann, auch bl'-l == Q wird.
Offenbar muß p, eine Zahl des Körpers a. sein, und wir wollen dem
vorstehenden Begriff der Äquivalenz noch die Beschränkung hinan-
fügen, daß Q, b nur dann äquivalent heißen sollen, wenn eine Zahl I'
von der genannten "Beschaffenheit existiert, deren Norm zugleich
positiv ist; wenn aber der Bedingung a", == b nur durch solche
Zahlen ,." genügt werden kann, deren Normen negativ sind, so
können u, b halb-äquivalent genannt werden. Sind zwei Moduln
b, c mit einem dritten a äquivalent, 80 sind b, c offenbar auch mit...
einander äquivalent. Man kann daher die Moduln des Körpers ,g
in Modul-Klassen einteilen, deren jede aus allen den Moduln be-
steht, welche mit einem bestimmten Modul, dem Repräsentanten
der Klasse, äquivalent sind. Alle Moduln einer Klasse besitzen die-
selbe Ordnung 0', welche die Ordnung der Klasse heißen soll;
denn wenn At-' = &, und GJ' irgend eine Zahl ist, für welche QGJ' > G
wird, 80 folgt durch Multiplikation mit p oder [p], daß auch &m' > &
ist, und umgekehrt ergibt sich hieraus wieder Gm' > a. Durchläuft"
alle Moduln einer Klasse A, ebenso & alle Moduln einer Klasse B,
so gehören offenbar alle Produkte ab einer und derselben Klasse an,
welche die aus A, B zusammengesetzte Klasse oder das Produkt
aus A, B heißen und mit AB bezeichnet werden solL
Wir beschränken uns aber hier auf die Betrachtung der Ideale
und verstehen unter einer Ideal-Klasse der Ordnung 0' den in-
begriff A' aller Ideale in 0', welche mit einem bestimmten Ideal Q'
9·
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in 0' äquivalent sind. Jedes mit 0' selbst äquivalente Ideal soll ein
Hauptideal in 0', und der Inbegriff aller dieser Hauptideale soll
die Hauptklasse in 0' heißen und mit 0' bezeichnet werden.. Ein
solches Hauptideal ist daher von der Form 0' p, wo ,." in 0' ent-
halten ist, weil 0' 11 durch 0' teilbar sein muß; außerdem muß das
zugehörige Ideal 0 0' p = 0"" relatives Primideal zu f, d, h. f.I muß
relative Primzahl zn t sein (D. § 163, 7.). Umgekehrt, ist die in 0'
enthaltene Zahl fJ relative Primzahl zu !, und ist N (I'.)> 0, 80 ist
0' EI offenbar ein Hanptideal in 0'. Nun besteht folgender Satz, von
welchem wichtige Anwendungen zu. machen sind:
1°. Ist a' ein Ideal in 0', und n' ein durch 0' teilbarer
Modul, welcher der Bedingung o'n' = n' genügt, 80 gibt es
immer ein Ideal b' in 0' von der Art, daß a'b' ein Haupt-
ideal in 0', und b' +n' == 0' wird.
Beweis. Der Modul on' ist ein Ideal in 0, weil er durch 0
teilbar ist und der Bedingung 0 (0 n') = 0 n' genügt. Man zerlege
nun on' in seine sämtlichen Primideal-Faktoren (§ 1, 12°) und be-
zeichne mit ~ das Produkt aller derjenigen dieser Primideale, welche
in I aufgehen, mit ttt das Produkt aller übrigen, 80 daß 0 n' = '1 BI
1ri.rd. Nun gibt es (§ 1, 14° oder D. § 168, 7.) immer ein Ideal ml
in 0 von der Art, daß 0 I'm1 = a'~ = 0 «, d, h, ein Hauptideal in
0, und daß zugleich m" + nl = 0, also oa;+ a' u1 = 0 a' wird. Da
ferner 0:' ein Ideal in 0', also 0 c' relatives Primideal zu fist, 80 sind
auch on'u t == a'n 1 und rrt relative Primideale, und folglich (§ 2, 2°
oder D. § 163, 7.) gibt es Zahlen p, welche den beiden gleichzeitigen
Kongrnenzen
p ="(mod. a'~), 11 =1 (mod. fIt)
genügen; diese Zahlen f.& bilden eine bestimmte Zahl-Klasse in bezug
auf den Modul c'n, f~ = fa'n', und man kann, wie unten nachträg-
lich bewiesen werden Boll, die Zahl '" zugleich 80 wählen, daß
N (P) > 0 wird. Aus der zweiten der beiden vorstehenden Kon-
grnenzen folgt nun, daß " relative Primzahl zu ffl und folglich auch
zu f ist; da ferner trI> f> 0', und da die Zahl 1 in der Ordnung 0'
enthalten ist, 80 ist znfolge der zweiten Kongruenz auch I' in 0' ent-
halten, und folglich ist 0' fJ ein Hauptideal in 0'. Aus der ersten
Kongruenz folgt ferner mit Rücksicht auf oa + Q'~ = ocl", daß auch0" + a'n 1 = nn', und folglich Oll = oll'b = a'b ·ist, wo b ein' Ideal
in 0, und zwar relatives Primideal zu nJ ist. Da ferner 0'" UDd
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folglich auch & relatives Primideal zu fl I ist, so ist b auch relatives
Primideal zu tft ut = In', also b+ In' = o. Bedeutet ferner b' das
dem Ideal & entsprechende Ideal in 0' (§ 5), 80 ist b == ob', und aus
0", === Q'b,d. h, aus 0(0' p,) = o(a'b') folgt 0',." == a'b'. Nun ist
f> 0' und nach Voraussetzung o'n' = n', folglich fn' > n', und da
ebenfalls n' > 0' vorausgesetzt ist, 80 folgt fn' > 0', also 0' - tn'
= fn'; wendet man daher ~en allgemeinen Satz (§ 2, 10)
(a - &) + (a - c) = a - (b+ (et - c))
auf den Fall Q = 0', C == tn' an und berücksichtigt außerdem, daß
0' - b = b', .und b + In' = 0 ist, so folgt b' + fn' = 0' - 0 = 0',
woraus mit Rücksicht auf In' > n' > 0' sieh endlich auch b' + n'
=== 0' ergibt, was zn. beweisen war.
Es ist nun noch der oben vorläufig übergangene Beweis nach-
zuholen, daß man" EI 80 wählen kann, daß N(p.) positiv wird. Dies
geschieht offenbar durch den Beweisdes folgenden allgemeineren Satzes:
2°. Ist m ein Modul des Körpers Q" und 1'0 eine bestimmte
Zahl dieses Körpers, 80 gibt es unter den Zahlen p, welche
="'0 (mod. m) sind, unendlich viele, die eine positive Norm
haben.
Be w e i s. Dieser Satz ist selbstverständlich, sobald die sämtlichen
Wurzeln der Gleichung /(8)=0, aus welcher der Körper a abgeleitet
ist, imaginär, und folglich die ft Faktoren von N (p,) = po' ~" ••• ,.(1&)
aus l/ fA n Paaren von zwei Zahlen a + bi, a - bi bestehen; und wenn
die Gleichung eine oder mehrere reelle Wurzeln hat, 80 braucht man
offenbar nur die diesen Wurzeln entsprechenden Faktoren von N(P)
zu betrachten, weil d88 Produkt der übrigen gewiß .positiv ist Da
nun nach Voraussetzung die Basiszahlen des endlichen Moduls m zu-
gleich eine Basis des Körpers ~ bilden, so kann die dem Körper
angehörende Zahl 1 durch Multiplikation mit einer positiven ra-
tionalen Zahl m in eine Zahl m des Moduls m verwandelt werden,
und wenn A eine beliebige ganze rationale Zahl bedeutet, &0 wird"
hm = 0 (mod. m), und folglich ,,= 110 + 1m =1'0 (mod, m).
Offenbar kann man nun die ganze rationale Zahl Ja positiv und so
groß wählen, daß diejenigen Faktoren
,,' = p;, + 1m, p" = P; + Am ••• "w = fl4A> + AM,
welche den reellen Wuneln der Gleichung 1(8) = 0 entsprechen,




Sind 0', 0" zwei beliebige Ordnungen des Körpers a, und I', t"
ihre Führer, BO ist offenbar ihr Produkt 0'" = 0' 0" ebenfalls eine
Ordnung (§ 3), und da 0'" ein gemeinschaftlicher Teiler von 0', 0"
is~ so muß der Führer I'"~ der Ordnung 0'" auch ein gemeinschaft.
lieher Teiler von f, fIt sein. Ist nun 0;' ein beliebiges Ideal in 0',
ebenso b" ein beliebiges Ideal in 0", so wird c'b" == c'" ein Ideal in
0"'; denn aus 0' 11' = 0.', 0" b" = b" folgt 0'" c'" = 0' 0" a'ß" === a'b" == c'";
ans tt' + r = 0', b" + f" = 0" ergibt sieh ferner durch Multiplikation
a'b" + a'!" + !'b" +f'(' == 0'"
und hieraus, weil jedes der Ideale a'l", !'b", "r" durch r"', und I'"
durch 0'" teilbar ist, c' b" + I'"~ = 0'''; also besitzt der Modul c' b"
die charakteristischen Eigenschaften eines Ideals in 0'" (§ 4), und
da allgemein bewiesen ist, daß die Ordnung eines Ideals in 0'
identisch mit 0' ist, so ergibt sich, daß die Ordnung eines Produkts
TonIdealen gleich dem Produkt aus den Ordnungen der Faktoren ist *).
Ist a' ein Repräsentant der Ideal-Klasse .A' in 0', und b" ein
Repräsentant der Ideal-Klasse B" in 0", 80 ist jedes Produkt von
zwei beliebigen Idealen in A', B" von der Form 0'".'&"11 == 4'&"(",,),
also ein mit Q' b" äquivalentes Ideal; alle diese Produkte gehören
daher einer und derselben Ideal-Klasse in 0'" an, welche (wie bei
den Moduln) die aus A', B" zusammengesetzte Klasse oder das
Produkt aus A', B" heißen und mit A'B" bezeichnet werden soll.
Bedeuten A, B, 0 beliebige Ideal ..Klassen beliebiger Ordnungen, 80
ist offenbar AB === BA, (AB)O = A(BO).
Von dieser allgemeinsten Komposition der Ideal-Klassen aller
Ordnungen kehren wir zuriick zu der Betrachtung der Ideal-Klassen
einer einzigen Ordnung 0' ; jedes Produkt von solchen Klassen ge-
hört derselben Ordnung 0' an, weil 0'1 = 0' ist. Da das Produkt
0'P .. Q' == pI' aUB einem Hauptideal 0'p und einem beliebigen Ideal 4'
*) Wenn, wie es bei den quadratischen Körpern der Fall ist, jede llodul·
Klasse anch Ideale enthält, so gilt der obige Satz auch für Produkte aus Kodula;
aber schon bei kubischen Körpern gibt es Moduln, welche keinem Ideale äqui-
valent sind, und der obige Satz darf nicht mehr auf alle Produkte vOD Moduln
übertragen werden. Auf diese wichtige Frage werde ich bei eiDer anderen Ge-
legenheit zurückkommen.
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mit diesem letzteren äquivalent ist, so folgt 0' A' = A', wo A' eine
beliebige Ideal-Klasse in 0', und 0' die Hauptklasse in 0' bedeutet.
Da ferner, wenn c' ein beliebiger Repräsentant der Ideal- Klasse A'
in 0' ist, immer ein solches Ideal b' in 0' existiert, daß Q' &' ein
Hauptideal in 0' wird, so gibt es eine Ideal-Klasse B' in 0' von der
Art, daß A' B' = 0' wird; und zwar gibt es nur eine einzige solche
Klasse B'; denn wenn 0' ebenfalls eine Ideal-Klasse in 0', und wenn
AG' = 0' ist, so folgt A' B'O' = 0' B' = 0'0' == B' = 0'. Diese
Klasse B' soll die zu A' gehörende entgegengesetzte, oder die
reziproke, oder inverse Klasse heißen und durch A'-l bezeichnet
werden; offenbar ist A' zugleich die inverse Klasse von A'-t. Sind
nun A', B', 0' beliebige Ideal-Klassen derselben Ordnung 0', so folgt
aus A' B' = A'G' durch Multiplikation mit A'-t stets B' == 0'*).
Sind ferner A', B' beliebige Ideal-Klassen derselben Ordnung 0', 80
gibt es immer eine und nur eine Ideal-Klasse 0' = A'-l B' der
Ordnung 0', welche der Bedingung A'0' == B' genügt.
§ 8.
Korrespondenz zwischen den Ideal::K1assen in 0 und 0'.
Ist 0 wieder die aus allen ganzen Zahlen des Körpers a be-
stehende Ordnung, 0 die Klasse der Hauptideale in 0, und 0' eine
beliebige Ordnung, 80 wird durch jede bestimmte Ideal-Klasse A' der
Ordnung 0' eine bestimmte Ideal-Klasse OA' = A der Ordnung
o0' = 0 erzeugt, z. B. 0 selbst durch die Hauptklasse 0' der Ord-
nung 0'. Umgekehrt, ist .A eine Ideal-Klasse der Ordnung 0, 80
gibt es in ihr immer einen Repräsentanten a, der relatives Primideal
znm Führer! der Ordnung 0' ist (denn nach § 1, 14° oder § 6 oder D.
§ 163, 7. kann jedes Ideal der inversen Klasse A-l durch Multiplikation
mit einem solchen Ideal 4 in ein Hauptideal verwandelt werden, und
dies muß folglich in A enthalten sein); dann ist a' = 0' -:- II das
korrespondierende Ideal in 0', und oa' = a (§ 5, 2°), und wenn A'
die Ideal-Klasse in 0' ist, welcher a' angehört, 80 ist 0 A' = A; also
wird jede Ideal-Klasse.A der Ordnung 0 durch mindestens eine
Ideal-Klasse A' der Ordnung 0' auf diese Weise erzeugt. Wir suchen
nun zunächst alle Ideal-Klassen H der Ordnung 0', welche dieselbe
*) Dieser Sat. verliert, wie man leicht sieht, seiae allpmeiDe GtlltiPeit.
wenn die Klusen A' y B't ()' nicht denelbe. OrdJlaug ugehöreL
gesetzt wird,
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Klasse A hervorbringen, so daß OB' == OA.' wird; hieraus folgt
aber OB' A'-l = 00', also, wenn
B' A'-l = M', B' == M' A'
OM' == o.
Umgekehrt, wenn M' eine der vorstehenden Bedingung genügende
Ideal...Klasse der Ordnung 0', und wenn B' == M' A' ist, so ist auch
wirklich OB' = OA'.
Der Komplex IDl' aller dieser Ideal-Klassen M', unter denen
sich auch 0' und jede inverse Klasse M'-l befindet, besitzt den
Charakter einer Gruppe, insofern das Produkt von je zwei solchen
Klassen M' offenbar wieder demselben Komplex ID!' angehört. In
den folgenden Paragraphen wird. gezeigt werden, daß die Anzahl
dieser Klassen M' eine endliche ist; wir wollen dieselbe mit m be-
zeichnen und zunächst ihre Bedeutung für das Problem nachweisen,
welches den Hauptgegenstand dieser Abhandlung bildet. Ist A' eine
bestimmte Ideal-Klasse in 0', und durchläuft M' alle m Klassen der
Gruppe IDl', 80 bilden die sämtlichen Produkte M' A' einen Komplex
von Klassen der Ordnung 0', der mit IDl'A' bezeichnet werden mag;
da aus M~ A' = .Jl~Ä' auch M~ = M~ folgt (§ 7), so besteht ein
solcher Komplex IDl' A' aus m verschiedenen Klassen. Enthalten
femer zwei solche Komplexe m'A', IDl'B' eine und dieselbe Klasse
.M~.A'=M~B', 80 ist B=M~-lM~A'=M~A',wo'M~=M~-lM~
ebenfalls in IDl' enthalten ist, und hieraus folgt offenbar, daß die
sämtlichen m Klassen des Komplexes IDl' B' mit denen Ton 9.R' A'
vollständig übereinstimmen. Man kann daher alle Ideal-Klassen der
Ordnung 0' in lauter verschiedene solche Komplexe von der Form.
[Jl' A', !In'B' ... einteilen. Nun ist oben gezeigt, daß jede bestimmte
Ideal-Klasse A der Ordnung D in der angegebenen Weise durch die
sämtlichen m Klassen eines bestimmten solchen Komplexes rol'A',
und durch keine andere Klasse der Ordnung 0' erzeugt wird, und
daß umgekehrt alle m Klassen eines solchen Komplexes durch Multi ...
plikation mit 0 eine und nur eine Klasse A der Ordnung 0 erzeugen.
Mithin ist die Anzahl aller dieser Komplexe identisch mit der An-
zahl A der verschiedenen Ideal-Klassen der Ordnung 0, deren Endlich...
keit SChOD bewiesen ist (D. § 164, 2°), und zugleich ergibt sich, daß
k'=m!l




des Verhältnisses m der Klassen:rAnzahlen h' und h;
Es sei M' eine bestimmte Klasse der Gruppe 9)l', und m' ein
bestimmter Repräsentant von M'. Da OM' = 0 ist, 80 ist om' ein
Hauptideal in 0, also von der Form 0"', wo ", eine ganze Zahl von
positiver Norm, und zwar relative Primzahl zu r ist, wo r wieder
den Führer der Ordnung 0' bedeutet. Umgekehrt, ist". eine solche
Zahl, so ist 0 lJ- ein Hauptideal in 0 und relatives Primideal zu l,
mithin gibt es (§ 5, 2°) ein und nur ein Ideal m' in 0', welches der
Bedingung om' == 01" genügt, und wenn M' die durch m' repräsen-
tierte Ideal-Klasse in 0' bedeutet, BO ist OM' = 0; jeder 00·
stimmten Zahl I" von der angegebenen Beschaffenheit entspricht da..
her auf diese Weise eine und nur eine Ideal-Klasse M', welche der
Gruppe llR' angehört. Auf diese Korrespondenz bezieht sich der
folgende Satz:
Sind 11, PI ganze Zahlen von positiver Norm und rela-
tive Primzahlen zu f, 80 besteht die erforderliche und hin-
reichende Bedingung dafür, daß beiden Zahlen eine und
dieselbe Klasse M' der Gruppe g}l' entspreche, in der Kon-
gruenz
PI =IIECO' (mod. f),
wo E eine Einheit in 0, und m' eine in 0' enthaltene relative
Primzahl zu r bedeutet, deren Normen beide positiv sind.
Beweis. Ist m' = 0' - 0", das Ideal in 0', welches dem Ideal 01'
entspricht und folglich der Bedingung 0 m' = Oll genügt, 80 kann man,
weil m' + f = 0' .ist, eine Zahl p' so wählen, daß p' =0 (mod. m')
und p' =1 (mod. f) wird (§ 2, 2°); auch leuchtet ein, daß zo.gleich die
Bedingung N(p') > 0 erfüllt werden kann (§ 6, 2°). Dann ist, 0' p'
ein durch m' teilbares Hauptideal in 0', weil 0'p' + f = 0' ist, und
folglich gibt es ein Ideal n' in 0', welches der Bedingung m'n' = o'p/
genügt und folglich der inversen Klasse M'-1 angehört. Hieraus
folgt durch Multiplikation mit 0, daß 0'" = DU''''' also fI' durch "
teilbar ist; setzt man p,' = pP, so ist· " eine ganse Zahl VOD posi-
tiver Norm und relative Primzahl ID. f, weil 11" = p' = 1 (mod. f)
ist; zugleich wird 0",,, = 0.'Pt und folglich an' = 0".
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Wenn nun das dem Ideal 0llt entsprechende Ideal m~ = 0' - 0 E't
denelben Klasse M' angehört, wie m', so ist auch m~ n' ein Haupt-
ideal in 0', also m~n' = 0' ol', wo 0)' eine Zahl in 0' von positiver
Norm und relative Primzahl zu ! ist. Multipliziert man mit D und
beriicksichtigt, daß om~ = 0#11 und on' == 01/ ist, sö folgt 0Pll1 = Dm',
und hieraus Pt'" = sm', wo E eine Einheit in 0 bedeutet, deren Norm
= + 1 sein muß, weil die Normen der Zahlen P1' v, (0' positiv sind.
Multipliziert man mit p, 80 ergibt sich die zn beweisende Kongruenz,
weil p'" = p/ == 1" (mod. !) und 01 == fist.
Umgekehrt, wenn diese Kongruenz, in welcher p, Pt' E, m' die
in dem Satze angegebene Bedeutung haben, erfüllt ist, BO folgt durch
Multiplikation mit t1S- t die Kongruenz
, 'Vl-'lS-1 = 6/ (mod. f),
aus welcher hervorgeht, daß die ganze Zahl cl . l1PtE-1, welche
relative Primzahl zn ! ist und eine positive Norm besitzt, der Ord-
nung 0' angehört, und folglich ist 0'".' ein Hauptideal in 0'. Da nun
011 = en' und O"'l~-1 = 01-'1 == om~ ist, so folgt 0(0'"') = o(n'm~),
also auch o'u: = n'm~ (§ 5, 1°), mithin gehören die Ideale n', m~ zu
entgegengesetzten Klassen, d; h. das dem Ideal 0 "'1 entsprechende
Ideal m~ ist äquivalent mit m', was zn beweisen war.
Mit Hilfe dieses Satzes ist es leicht, die Anzahl m der in der
Gmppe 9)l' enthaltenen Klassen M' zn bestimmen. Wir bezeichnen
mit tP (f) die Anzahl aller der in 0 enthaltenen Zahlen GJ, welche in..
kongruent in bezug auf den Modul f und zugleich relative Prim-
zahlen zn r sind; diese Anzahl ist (D. § 168, 7.)
1/J(f) = N(f) II (1- N1(q»),
wo das Produktzeichen n sich auf alle verschiedenen, in f auf-
gehenden Primideale q bezieht. Die Repräsentanten m selbst können
(nach § 6, 2°) immer 80 gewählt werden, daß sie positive Normen
haben. Wenn eine dieser Zahlen (wie z. B. die Zahl 1) in 0' ent-
halten ist, so gehören auch alle mit ihr kongruenten Zahlen der
Ordnung 0' an, weil r durch 0' teilbar ist; die Anzahl dieser nach f
inkongruenten Zahlen (iJ' oder der zugehörigen Zahlldassen ist eben-
falls als bekannt anzusehen, sobald 0' gegeben ist, und soll mit ."(I)
bezeichnet werden. Da u'I = 0' ist, 80 ist das Produkt aus je zwei
Repräsentanten dieser Zahlklassen immer wieder einem solchen Be-
}139 -
präsentanten kongruent, und der Komplex dieser .,p' (l) Repräsentanten
hat daher den Charakter einer Gruppe. Multipliziert man dieselben
mit einer beliebigen in 0 enthaltenen Zahl 01, welche relative Prim-
zahl zu f ist, so erhält man -q,' (I) inkongruente Zahlen, welche eben-
falls relative Primzahlen zn r sind, und deren Komplex kurz mit
(CD) bezeichnet werden soll; zwei solche Komplexe (~), ({j) sind (nach
der in § 8 angewendeten Schlußweise) entweder gänzlich verschieden,
d. h. keine der in (ce) enthaltenen Zahlen ist kongruent mit einer der
in ((j) enthaltenen Zahlen, oder sie sind völlig. identisch, d. h. alle
durch den einen Komplex vertretenen 1/1' (f) Zahlklassen stimmen
gänzlich mit den Zahlklassen des anderen Komplexes überein. Es
wird daher auch das System aller 1/1(1) Repräsentanten in eine An-
zahl solcher Komplexe (co) zerfallen, d, h. 1/J(f) wird teilbar sein
durch 1/1'(t); wir betrachten zunächst aber nur alle diejenigen Kom-
plexe (E), welche entstehen, wenn E alle Einheiten des Gebietes 0
durchläuft, deren Normen = + 1 sind. Es sei 8 die Anzahl aller
verschiedenen Komplexe
(EI)' (E2) ••• (E.)
dieser Art, 80 bilden die in ihnen enthaltenen 8.,p' (f) Repräsentanten
offenbar wieder eine Gruppe im obigen Sinne; jede Zahl von der
Form Ea,' ist einer und nur einer dieser Zahlen kongruent, welche
umgekehrt selbst in dieser Form enthalten sind. Ist nun ", eine in 0
enthaltene.. relative Primzahl zu !, deren Norm positiv ist, und be-
zeichnet man mit «p,) den Komplex der 8 t/J' (f) inkongroenten, in den
8 Komplexen (pSt), (pEs)··· (pE,) enthaltenen Zahlen, so sind wieder
zwei solche Komplexe «(p.» und «I't») entweder gänzlich verschieden,
oder völlig identisch, und folglich besteht das System aller ~ (!)
Repräsentanten CD aus einer Anzahl. Ton solchen Komplexen ((fl»;
diese Anzahl muß aber notwendig = m, d, h, gleich der Anzahl der
verschiedenen, in der Gruppe rol' enthaltenen Idea1ldassen M' sein,
weil nach dem obigen Satze je zwei Hauptidealen 0 fI, 0 fIJ dieselbe
Klasse M' oder zwei verschiedene solche Klassen entsprechen, je
nachdem die beiden Komplexe (<1&»), «~) identisch oder verschieden
sind. Mithin ist
'1/1(1) = m81/l(f),
A' _ ... _ 1/1(!} •




Es ist nun noch von Wichtigkeit, die Anzahl 8 in bestimmter
Weise darzustellen, und hierzu gelangt man mit Hilfe der in der
Einleitung erwähnten Theorie der Einheiten von Dirichlet, welche
ich zn diesem Zwecke in etwas verallgemeinerter Form dargestellt
ha.be (D. § 166). Wir fragen zunächst: wie müssen zwei Einheiten E, Eo
"Von positiver Norm beschaffen sein, damit die oben mit (E), (so) be-
zeichneten Komplexe identisch ausfallen>? Offenbar ist hierzu er-
forderlich, daß E =Eoa,' (mod.!) sei, wo m' eine der Ordnung 0'
angehörende Zahl bedeutet; mithin muß SEo! = rrl (mod, f), also
E = E' Eo sein, wo E' = ESOl eine der Ordnung 0' angehörende Ein-
heit von positiver Norm bedeutet; und es leuchtet unmittelbar ein,
daß diese Bedingung E = B' Eo auch hinreichend ist, daß sie also
die Identität der Komplexe (E), (60) zur Folge hat. Bezeichnet man
daher, wie .oben, mit (E]~ (Es) •• It (E,) die sämtlichen 8 verschiedenen
Komplexe von der Form (E), so ergibt sich, daß man alle Einheiten E
der Ordnung 0, und jede nnr ein einziges Mal erhält, wenn man
jede der 8 partikulären Einheiten 11 , Es ••• B. mit allen Einheiten E'
der Ordnung 0' multipliziert. Hieraus folgt zunächst, daß die 8-te
Potenz I- einer jeden Einheit E in 0 immer eine Einheit s' in 0' ist,
weil die 8 Komplexe (I St), (6Ei) ••• (8E,) notwendig mit den Kom-
plexen (SI)' (Es) ••• (E.~ wenn auch in anderer Ordnung, ... überein-
stimmen müssen, und weil folglich das Produkt '
E EI • ~'. • • • E E, = ,•. EI EI ... • E,
von der Form E'. E1 EI ••• E, ist, wo E' eine Einheit der Ordnung 0'
bedeutet.
Wir müssen nun das Hauptresultat der Theorie der Einheiten
k-un in Erinnerung bringen. Es sei 11 die Gesamtanzahl der (211- n)
reellen Wurzeln und der (11, - v) Paare von je zwei konjugiert-imagi-
nären Wurzeln a + bi der irreduktiblen Gleichung 1(8) = 0, aus
welcher der Körper .ß entsprungen ist (§ 1); behält man von jedem
Paare imaginärer Wurzeln nur die eine bei, 80 bleiben 11 Wurzeln
übrig, die mit
8', 8" ••• 8(7)
bezeichnet werden mögen. Ist nun E = fP (8) eine beliebige Einheit
des Körpers .g, so soll durch das Symbol 1'(.) der reelle Teil des
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Logarithmen von cp (8') oder das Doppelte dieses reellen Teils be..
zeichnet werden, je nachdem 8' reell oder imaginär ist, und die
Symbole Z" (E), Z'" (E) ••. l(v) (E) Bollen die entsprechende Bedeutung in
bezug auf die anderen Wurzeln @)", &J'" ••• 8(7) haben. Dann folgt
aus N(E} === 1, daß immer
l'(E) + l"(8) + ... + l(lI)(E) = 0
ist. Es wird nun zunächst bewiesen (D. § 166, 5.), daß es in jeder
Ordnung 0' immer (v - 1) voneinander unabhängige, d, h. solche
Einheiten '1;, (); ... (J~-1 gibt, für welche die Determinante
~ +Z' ((>~) r «(J;) ... l<y-l) ((J:-t),
welche wir zur Abkürzung mit
L «()~, ()~ .•· (J~-t)
bezeichnen wollen, einen von 0 verschiedenen (positiven) Wert besitzt.
Läßt man nun U 1 , 'U1 ••• U 7 - 1 alle ganzen rationalen Zahlen durch-
laufen, 80 erhält man eine Gruppe E von unendlich vielen in 0'
enthaltenen Einheiten
,Ut 'U2 ,..'''7-11/1 ~I • •• ~~-1 '
die sich durch Multiplikation und Division reproduzieren; je zwei
verschiedenenSystemen von Exponenten entsprechen zweiverschiedene
Individuen der Gruppe B'. Die Einheiten (l~, ()~ ••• ()~-1' welche
eine Basis der "Gruppe B' bilden, können offenbar ohne Ändernng
von B' und L((}~, .,~ ... ()~-1) durch je (11 - 1) Einheiten ersetzt
werden, welche aus B' so ausgewählt sind, daß die aus den zu-
gehörigen (1'- 1)' Exponenten 'U gebildete Determi.n&nte = 1 wird.
Bezeichnet man mit B' IX den Inbegriff aller Produkte aus einer be-
stimmten Zahl " und jeder der in B' enthaltenen Einheiten, 80 sind
zwei solche Komplexe entweder gänzlich identisch, oder sie haben
keine einzige Zahl gemeinschaftlich; das System a l l er Einheiten s'
der Ordnung 0' besteht (D. § 166, 6.) aus einer endlichen, 'fon
E abhängigen Anzahl ,.' soleher Komplexe, woraus leicht folgt, daß
E'''' stets der Gruppe B' angehört. Hieraus ergibt sich unmittelbar,
daß unter allen Systemen Ton (11 - 1) unabhängigen Einheiten der
Ordnung 0' auch solche Systeme ();, ,,~ "•• ';-1 existieren, für welche
die Determinante L(~;, (J~ ••• (J;-1) einen Minimumwert erhält;
dann besteht das System aller Einheiten " der Ordnung 01 aus
r' Komplexen Ton der Form
Df D' , J'.)t,1 DI ,r'-1
. A, .Df, .n f ... Af ,
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L((J~, (J~ : .• (J~-l) = E (0')
r
setzen*). Es würde sich, wie wir beiläufig bemerken, durch Be-
trachtungen, welche den gleich folgenden sehr ähnlich sind (vgL D.
§ 161), auch leicht beweisen lassen, daß Zähler und Nenner dieses
Quotienten sich mit einer und derselben ganzen rationalen Zahl
multiplizieren, wenn das Fundamental-System ();, Q~ ••• q~-l durch
ein bel i e bi ge s System von (11 - 1) unabhängigen Einheiten der
Ordnung 0' ersetzt wird. Wir wollen nun beweisen, daß die in dem
Verhältnis h': A = m auftretende Anzahl 8 der Komplexe E' EI'
s' EI ••• E' E., aus welchen das System aller Einheiten B der Ordnung 0
besteht,
wo Q' eine primitive Wurzel der Gleichung ",., = 1 bedeutet (D. § 166, 7.).
Ein solches System von (v- 1) unabhängigen Einheiten (J~, ()~ ••• ";-1
heißt ein Fundamental-System der Ordnung 0', und wir wollen





Zu diesem Zwecke bezeichnen wir mit '1' ('I ••• 1/_-1 ein Funda-
mental-System Ton Einheiten der Ordnung 0, mit B die zugehörige
Gruppe der aus ihnen durch Multiplikation und Division gebildeten
Einheiten, und mit r die Anzahl der Komplexe
R, Bq, R~' ..• B,r-l,
aus welchen das System aller Einheiten E der Ordnung 0 besteht,
wo nun ~ eine primitive Wunel der Gleichung ~r = 1 bedeutet.
Unter diesen Einheiten E befinden sich auch alle Einheiten E' der
Ordnung 0', weil 0' durch 0 teilbar ist. Ist nun e ein bestimmter
Index aus der Reihe 0, 1, 2 ..• (11- 1), so gibt es unter allen den-
jenigen Einheiten von der Form
«1~ = (I- (lrl~:' · .. ():',
welche, wie z. B. ():' auch der Ordnung 0' angehören, mindestens eine
, (e) (6) (e) (t)
~t = I}" (J~1 q;1 · .. ,,:e ,
*) In dem singulären Falle eines imaginären quadratischen Körpers (1& = 2,
., = 1) besteht 1f aus der einzigen Einheit 1, ,.' bedeutet die endliche Ausahl
aller in 0' enthaltenen Einheiten, und die DeiermiDante L (f~, EJi ...•f~-l) ist
durch 1 m ersetsea.
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in welcher der letzte Exponent U e seinen k 1ein s t e n po Bit i v en
Wert a~e) erreicht, und es leuchtet ein, daß in jeder anderen Ein-
heit (f~ der letzte Exponent u; notwendig durch a~e) teilbar, also von
der Form a~e) Xe sein muß, wo Xe eine ganze rationale Zahl bedeutet;
es wird daher
cs~ (I~- Ze
eine in 0' enthaltene Einheit von der Form 6~':""1' oder = 1 sein,
wenn e == 0 ist, In diesem letzteren Falle ist
(}' = (Ja,
und da ~,. == 1 eine Einheit der Ordnung 0' ist, 80 muß r durch a
teilbar, also
sein, und folglich ist p' eine primitive Wunel der Gleichung ~',.,= 1.. Hat
man nun nach der obigen Vorschrift für jeden Index e==0, 1, 2 ..... (21-1)
eine solche partikuläre Einheit ~', ,,;, (); ..... "~-1 der Ordnung 0'
aufgestellt, so ergibt sich, daß jede Einheit E' der Ordnung 0', d, h.
jede Einheit 6~-1' von der Form
.' IZ"_l _ .' nt"_2 'ZY~l - W
UV-2 f?"-l - u ....-s (J...._I ~"-1 - U8 .,
~o schließlich von der Fonn
, ,:1 ':1:1 ' Z2 ' 2:"-1
E = f/ ()1 (»S ••• (J"Y-l
ist, wo X, Xl' Xi • •• Z" -1 ganze rationale Zahlen bedeuten, deren
erste z auf die r' Werte 0, 1, 2 .... (r' -1) einzn.schränken ist; um-
gekehrt leuchtet ein, daß alle Zahlen s' von der vorstehenden Form
auch wirklich Einheiten der Ordnung 0' sind. Da die Zahlen
a, a;., a:; .... a~:ll} sämtlich positiv sind, 80 ist auch ihr Produkt
A = aa;a:; ... r4Y~11)
positiv; nun ergibt sich aus der Bildung der Einheiten e~, ,,;···(J~-1' daß
L(t,)~, ()~ ... (J~-l) = A L«()l' (J•••• (),,-l)
,(I
einen von 0 verschiedenen, positiven Wart hat; mithin bilden dieselben
ein Systemvon (v - 1) unabhängigen Einheiten der Ordnung 0', ja sogar
ein Fundamental-System, weil für jedes beliebige System von (I' -1)
Einheiten ,;, E; ... s; -1 dieser Ordnung 0' offenbar L(E~, ,; ••• ';-1)
= pL(~;, (J~ ••• (1;-1) wird, wo p eine ganze rationale Zahl bedeutet.
Bezeichnet man wieder mit R' die Groppe aller Einheiten, welche
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aus (J~, Q~ ..... (>;~1 durch Multiplikation und Division gebildet werden
können, 80 besteht das System aller Einheiten c' der Ordnung 0'
aus den r' verschiedenen Komplexen
R' B' , B,,2 B' ,'1"'-1, ~, (J ••• Q •
Da ferner oben r == ar' gefunden ist, so ergibt sich aus der
vorhergehenden Gleichung
E(o') = AE(o).
NUD ist offenbar A die Anzahl aller derjenigen in 0 enthaltenen
Einheiten
deren Exponenten den Bedingungen
o < v < a, 0 S vt < a;, ..... 0 S V'-l < a~::11)
genügen.. Da ferner jede Einheit der Ordnung 0' die Form
hat, wo
W.-l = a~·~11) :1:.-1
(.. -I) - + ("-I)
w..-t = 0 .._1 X,-1 a;-I Z'_I
• '.. .. • • • • • • • • • • • * • • •
Wt = a~Y-I) Zr-I + al"-2) Z.,_I + + a;. Xl
W = a(,-I) 2:'-1 +0(Y-2) X.,_I + + a' XJ +az
ist, 80 kann man, wenn eine beliebige Einheit
E = n U nUt f)UZ ..... n Ull-1
~ 'i"l ~I 't"'-l
der Ordnung 0 gegeben ist, die Einheit E', d. h, die Exponenten
Z,-t, XI'-2··· Xl' X stets und nur auf einzige Weise 80 wählen,
daß die Zahlen
v = u - W, f}t == U t - W1 ••• t1"-1 = U.,-l - tD"-l
den obigen Bedingungen genügen, daß also EE'-l eine der A Ein-
heiten '0 wird; jede Einheit E der Ordnung 0 läßt sich daher stets
und nur auf eine einzige Weise in die Form s' Eo setzen, wo E' eine
Einheit in 0', '. eine der obigen A Einheiten in 0 bedeutet Durch..
läuft E' alle Einheiten der Ordnung 0', während Eo konstant bleibt,
so erhält man einen Komplex TOD unendlich vielen Einheiten B= E' E07
und zwei solche Komplexe, welche zwei verschiedenen Werlen Ton E,
entsprechen, sind gänzlich verschieden voneinander; mithin besteht
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das System aller Einheiten E der Ordnung 0 aus A solchen Komplexen.
Aber es ist oben gezeigt, daß die Anzahl dieser Komplexe = 8 ist;
mithin ist 8 == A, d. h.
was zu beweisen war.
Hiernach nimmt das frühere Resultat für das Verhältnis der
Klassenanzahlen die folgende Form an
11,' _ _ 1jJ (!) E (0)
h - m -- .,p' <I) •E (0'),
in welcher die Lösung unseres Problems nach der Methode von
Gau ß enthalten ist.
§ 11.
Zerlegbare Formen,
welche den Idealen von beliebiger Ordnung entsprechen.
Bevor wir zu der Ableitung desselben Resultates nach der Me...
thode von Dir ich1e t übergehen, wird es zweckmäßig sein, mit
einigen Worten den Zusammenhang zwischen den Idealen von be-
liebiger Ordnung und den zerlegbaren Formen des Körpers .Q, zn
besprechen.
Bilden die Zahlen IDt , Ws • •• ron eine bestimmte Basis der aus
allen ganzen Zahlen des Körpers bestehenden Ordnung 0, so wollen
wir die n Basiszahlen
, k(l) + k(l) + + k(l)GJt = 1 (i)t i Gl. • • • f& co"
der Ordnung 0' (§ 8) und die n Basiszahlen
a; = Gil) m; +~t) 0; + ... + a:> GJ~
eines Ideals a' in 0' (§ 4) immer so wählen, daß die Determinanten
~ + k~k; .•. ~) = (0,0') = 1c,
~ ± ~ a:; •.. a<:> = (0', a') = N' (n')
werden, also po 8 i ti v e Werte erhalten.
Die sämtlichen Zahlen des Ideals c' sind von der Form
(%' = %1a; + :tl~ + ... + z,.m;.,
wo die Variablen Xl' 2:•••• %,. alle ganzen rationalen Zahlen durch-
laufen, und es ergibt sieh, genau wie für die Ideale in 0 (D. § 165), daß
N(fI} = N'(a/)X
Deaeklad.. GeDmmelte Werke, I. 10
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ist, wo X eine homogene Funktion n-ten Grades der fit Variablen
%1' x. ... Zn mit ganzen rationalen Koeffizienten bedeutet, welche,
wie aus § 6 folgt, keinen gemeinschaftlichen Teiler haben; die De-
terminante dieser Form X (§ 1) ist
". = D(o, 0')' = DJcI,
woD-d(oß)wieder die Grundzahl desKörpersoß bedeutet. AlIeFormen
X, welche allen verschiedenen Basen aller mit a' äquivalenten Ideale
entsprechen, sind äquivalent, d. h, sie gehen durch lineare Substitu-
tionen mit ganzen rationalen Koeffizienten, deren Determinanten
= + 1 sind, ineinander über; jeder Idealklasse entspricht also eine
bestimmte Formenklasse. Der Multiplikation zweier Ideale a', b" der
Ordnungen 0', 0" oder der Komposition der sie enthaltenden Ideal-
klassen A', B" entspricht die Komposition der zu den Idealen u' b"
gehörigen Formen X, Y zu einer dem Ideal a' b" entsprechenden
Form Z, 'deren Determinante
= D(o, 0' 0")1
ist, und zugleich folgt hieraus die Komposition der Formenklassen*)..
Um die Rückkehr von diesen allgemeinen Untersuchungen zu
dem Falle der quadratischen Körper und Formen zu erleichtern,
füge ich noch folgende Bemerkungen hinzu, von deren Richtigkeit
man sich leicht überzeugen wird (vgl D. §§ 168 bis 170). Jede
Wurzel einer irreduktiblen quadratischen Gleichung ist von der
Form a + b VC, wo c eine ganze rationale Zahl bedeutet, welche
keine Quadratzahl und auch durch keine Quadratzahl außer 1 teil-
bar ist; a und b sind rationale Zahlen, und b ist von 0 verschieden.
Die Grundzahl D des quadratischen Körpers .Q, welcher aus der
Zahl a + b Va entspringt, ist == c oder = 4 e, je nachdem o =1,
oder e =2, 3 (mod. 4) ist; setzt man
8=D+f"D,
2
80 bilden die Zahlen 1, 8 eine Basis der Ordnung 0, welche aus
allen ganzen Zahlen
*) Da, wie schon oben (§ 7, Anmerkung) bemerkt ist, Moduln existiereD,
welche keinem Ideal äquivalent sind. so ist, 'Was ich hervorheben zu mIsSen glaube,
in dem Obigen noch nicht die Theorie aller Rl'legbaren Formen enthalten t welche
den sämtlichen Moduln eines Körpers !J entsprechen.
und folglich
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des Körpers besteht, wo t, 'U alle, der Bedingung t = Du (mod. 2)
genügenden Paare von ganzen rationalen Zahlen zu durchlaufen
haben. Jede Ordnung 0' ist dann von der Form [1, k8], wo
k == (0, 0') eine beliebige positive ganze rationale Zahl bedeutet; der
Führer k einer solchen Ordnung ist das Hanptideal oie = [k,1c8],
und es ist N (I) = 'JcS. Setzt man, wenn p eine positive rationale
Primzahl bedeutet,
(D, p) == 0, + 1 oder - 1,
je nachdem 0 p das Quadrat eines Primideals, das Produkt aus zwei
verschiedenen Primidealen, oder selbst ein Primideal ist (vgl. D.
§ 168), 80 ist
tJI(ok) = lt' TI (1- ~)(l- (D~p»),
wo p alle verschiedenen in Je aufgehenden Primzahlen durchläuft;
da ferner jede Zahl der Ordnung 0' mit einer rationalen Zahl
kongruent ist in bezug auf 0 k, so ist
"1/I'(ok) = lp(k) = kTI(l- ;),
1P (ok) = k II (1- (D, p)) .
.,p'(ok) . p




wo r die Anzahl aller Einheiten in 0, und r' die Anmhl aller Ein-
heiten in 0' bedeutet. Die letztere Anzahl r' ist (wenn 0' Ton 0
verschieden ist) immer = 2, und ebenso ist r immer = 2, aus-
genommen die beiden Fälle D = - 3, wo r = 6, und D == - 4,
wo r = 4 ist. Es ist daher im allgemeinen
~ = m = k n(l- (D~p)),
aber dieses Produkt ist im Falle D = - 3 durch 3, im Falle
D = - 4 durch 2 zu dividieren. Ist der Körper &a reell, also D
po 8 i ti v, so ist ,. = " = 2, und. folglich
E(o) _log.
E (0') - log E,t
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wo, wenn k VD = VD' gesetzt wird,
T + U (ii T' + U' VD'
6 = E' == -----2 2
die Fundamentaleinheiten der Ordnungen 0, 0' bedeuten, und man
erhält 11,' log E (D, p»)
k = log E' • h rr 1--p- ·
Was das Zeichen (D, p) betrifft, 80 ist sein Wert = 0, wenn p m
D aufgeht; ist p = 2 und D ungerade, also D =1 (mod.4), so
ist (D, p) = + 1 oder = - 1, je nachdem D =1 (mod. 8) oder
D =5 (mod. 8); ist endlich p ungerade, und D nicht teilbar durch
p, 80 ist unter Anwendung der Bezeichnung von Legendre
(D, p) = (~).
Jeder Idealklasse in 0' entspricht nach den obigen Festsetzungen
eine Klasse von äquivalenten quadratischen Formen a Zl + bx y + c y',
deren konstante Koeffizienten a, b, e ganze rationale Zahlen 0 h n e ge-
meinschaftlichen Teiler sind, und die gemeinschaftliche Deter-
minan te *) dieser Formen ist D' = 61 - 4ac = D Je'; wenn D
negativ ist, SO treten nur sogenannte positive, d, h, solche Formen
auf, deren äußere Koeffizienten G, c positiv sind. Umgekehrt ent-
spricht eine bestimmte Klasse von äquivalenten quadratischen Formen,
deren Determinante D' keine Quadratzahl ist, immer einer und nur
einer Idealklasse eines quadratischen Körpers S!, und wenn 0' die
Ordnung dieser Idealklasse bedeutet, so ist D' == D (0, 0')2 = Dli:',
wo D die Grundzahl von a, ist. Mithin sind in den obigen Formeln
die verschiedenen Sätze enthalten, welche sich auf die Anzahl der
quadratischen Formen in verschiedenen Ordnungen und auf die




Wir wenden uns nun der zweiten Lösung desselben allgemeinen
Problems zu, welche auf den von Dirichlet eingeführten Prinzipien
*) Es ist wohl darauf zu achten, daß die hier im Sinne von § 1 defiDierle
Determinante das Vierfache der Zahl ist, welche VOD Gau.B die' Determinante der
Form genannt wird, während der Begriff der (eigentlichen) Äqllivaleu der Formen
derselbe bleibt..
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beruht. Durchläuft a' alle Ideale der Ordnung 0', so konvergiert
die Reihe
8-1
S' = :g Nt (a')'
für alle positiven Werte von (8-1); denn weil N'(n') = N(oa')
ist (§ 5, 1°), 80 bilden die Glieder dieser Reihe nur einen Teil der
gleichfalls aus lauter positiven Gliedern bestehenden Reihe
8-1
S=:g N(a)"
in welcher Q alle Ideale der Ordnung 0 durchläuft, und deren Kon-
vergenz schon früher bewiesen ist (D. § 167); übrigens ergibt sich
die Konvergenz der Reihe S' auch aus den weiter unten folgenden
Untersuchungen.
Unsere Hauptaufgabe besteht darin, den Grenzwert zu er-
mitteln, welchem die Summe 8' sich für unendlich kleine positive
Werte von (8 - 1) annähert. Zu diesem Zwecke betrachten wir aber
zunächst nur denjenigen Teil 8" der Reihe S', welcher allen, durch
ein gegebenes Ideal m' der Ordnung 0' teilbaren Hauptidealen c'
entspricht. Die allgemeine Form dieser Ideale a' ergibt sich auf die
folgende Weise.
1. Jedes Ideal u' ist von der Form p.o', wo fI eine in 0' ent-
haltene Zahl bedeutet, welche relative Primzahl zu dem Führer f
der Ordnung 0' ist.
. 2. Die Zahl p, muß in dem gegebenen Ideal m' enthalten sein.
3. Die Norm der Zahl I' muß positiv sein.
Umgekehrt, wenn '" diese drei Bedingungen erfüllt, so ist 1'0'
jedenfalls eins von den Idealen 0.', auf welche. sich die Summe S"
erstreckt.
Bilden nun die Zahlen ftt, PI · · · #1ft eine Basis des gegebenen
Ideals m', 80 ist zur Erfüllung der Bedingung 2 erforderlich und
hinreichend, daß
" = mt "'l+ fAll'! + ... + m,.p..
sei, wo mt , m. · .. m. ganse rationale Zahlen bedeuten, und da m'
durch 0' teilbar ist, 80 ist jede solche Zahl" auch in 0' enthalten.
Aber sie soll zufolge 1. .auch relative Primzahl zu r sein. Bezeichnen




haltenen Zahlen 0)', welche inkongruent in bezug auf f und zugleich
relative Primzahlen zu r sind, 80 muß gleichzeitig
#I = G)' (mod. I), fit =0 (mod. m')
sein; da ! + m' = u' ist, so gibt es (nach § 2, 2°) immer Zahlen lL,
welche einem solchen Kongruenzpaar genügen, und sie bilden eine
bestimmte Zahlklasse in bezug auf den Modul f - m', welcher offen-
bar = Im' ist; denn da m' > om' ist, so ist ! - m' ein gemein-
schaftliches Vielfaches' der beiden relativen Primideale f, om', also
auch ein Vielfaches ihres Produkts fom' = fm', und umgekehrt ist
Im' ein gemeinschaftliches Vielfaches von f und m', weil m' > 0,
! > 0' und f 0 == f, 0' m' = m' ist. Die sämtlichen Zahlen p" welche
den Bedingungen 1 und 2 genügen, bilden daher ,p'(f) verschiedene
Zahlklassen (mod. fm'). Jede solche Zahlklasse besteht aber, weil
km' > fm" ist, aus (fm, km') verschiedenen Zahlklassen (mod.. km'),
und folglich ist
c = 1/1' <!) (fm', km')
die Anzahl der Zahlk1usen (mod. 1cm'), aus welchen das System
aller dieser Zahlen "besteht. Es läßt sich leicht zeigen, daß diese
Anzahl e von m' unabhängig ist.. In der Tat, aus
(0,m') = (0, 0') (0',m') = (0,Dm') (Dm', m')
kN'(m') = N(om') (em', m'),
mithin, weil N'(m') = N(om) ist (§ 5, 1°), (out', m') = 1:, also auch
. (eom', km) = Tc,
weil offenbar für je zwei Moduln a, b der Satz (",a, '1&) = (a, b) gilt,
sobald "l eine von 0 verschiedene Zahl ist. Da ferner
(0, kom') = (0, Im') (Im', iom'),
! ' _N(lt:ont')_N(1co)_ r
(m,kom') - N(hn') - N(!) - N(!>
ist, 80 ergibt sich
(lm', km') = (lm', kom') (kom', km') = ~~,
und folglich ist
fIIa _ ,,' (!) J..+1
v - N(!) 5··
die Anzahl der fraglichen Zahlk1as&en in bezug auf den Modul
im' = [kl't., lD,..- ..e,.]..
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Wählt man aus jeder dieser Klassen einen bestimmten Repräsentanten
0,1 1L1 + G1 /L2 + ... + anp,n,
so werden alle Zahlen ,." derselben Klasse durch die Form
(I) ,." = (al +kz t ) 1'1 + (ai + kzt ) P2 + ... + (aß + lczn)1Ln
erzeugt, wenn %:1' Z. • • • Zn alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen;
und die sämtlichen Zahlen p, welche den Bedingungen 1 und 2
genügen, werden durch c solche lineare Formen erzeugt, und zwar
jede nur einmal,
Von diesen Zahlen ~ sind aber nur diejenigen beizubehalten,
welche auch der dritten Bedingung
(11) N (Ei) > 0
genügen. Umgekehrt erzeugt jede solche Zahl p ein Hauptideal
p. 0' in 0', welches durch das gegebene Ideal m' teilbar ist.
Aber es leuchtet ein, daß, wenn fI alle diese Zahlen durchläuft,
jedes bestimmte, durch m' teilbare Hauptideal c' unendlich oft erzeugt
wird. Ist nämlich 110 eine bestimmte von diesen Zahlen p, so wird
dasselbe Hauptideal 0' 1'0 offenbar durch alle, und nur durch die
Zahlen ", erzeugt, welche von der Form p = E' I-to sind, wo s' eine
beliebige in 0' enthaltene Einheit (von positiver Norm) bedeutet.
Um dies zu vermeiden, muß man den Zahlen 1& neue Beschränkungen
auferlegen. Zu diesem Zwecke kehren wir zu den Betrachtungen
und Bezeichnungen des § 10 ZOXÜck und erweitern die Bedeutung
der dort erklärten 11 Symbole I', f' .. ·1('). Ist OJ = ,,"(8) eine be-
· liebige von 0 verschiedene Zahl des Körpers .ß, und 1lJ' = cp(8'),




oder das Doppelte dieses reellen Teiles, je nachdem 8' eine reelle
oder imaginäre Wurzel der irreduktiblen Gleichung 1(8) = 0 ist;
legt man ferner den Symbolen I" (-1
""
(CD) ••• 1<.)(_) die entsprechende
Bedeutung in bezug auf die Wurzeln 8", 8'" ... 8<") bei, 80 ist offenbar .
I' <CD) + I" (ID) + ... + 1<.) (CD) = o.
Bilden nun (J~, ~ ••• ';-1 ein bestimm_ Fundamentalsystem 9l TOD
Einheiten der Ordnung 0', 80 wollen wir unv,r den Exponenten
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der Zahl CD in bezug auf ?R diejenigen völlig bestimmten reellen
Werte x1(m), zl(m) ... xJI-1(m) verstehen, welche den v Gleichungen
r «(l~) Xl (GJ) + z' (,,;) XI (co) + + Z' ((J~-1) XJI-l (0)) = Z' (ro)
Z" (,,~) Xl (m)+ z" «(1;) Xs(m) + + l" «)~-l) :l:Y - l (m) = Z" (co)
.., . ,. . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . .. . .
l(Y) «(J;) x1(m) + l(JI)«(»~)Xi(CO) + .. -+ l(JI)«()~_l) XY - 1(01) == l(JI)(m)
genügen, deren letzte eine Folge der übrigen ist. Da Z' (<< ß) == Z' (a)
+ Z' (ß) ist, und dasselbe für die anderen Symbole Z", I" •.• l(JI) gilt,
80 ist auch :1:1 (a fj) = Xl (ce) + Xl (fJ), und dasselbe gilt auch für
die anderen Exponenten XI' Zs •• _ %"-1. Die Exponenten der Einheit
1 ,,1 ,r'-1,(),I} ••. f}
durchlaufen darf, so werden durch diese Bedingungen (llI) aus dem
System aller mit lJo assoziierten Zahlen p, = E'",o genan r' Zahlen I'
herausgehoben, während alle übrigen ausgeschlossen werden. Läßt
man daher I' alle diejenigen Zahlen durchlaufen, welche in den c
linearen Formen (I) enthalten sind und zugleich den Bedingungen
(II) und (TII) genügen, 80 wird jedes durch m' teilbare Hauptideal
Q' = 0',." der Ordnung 0' genau r'-mal erzeugt, und folglich ist der
von uns betrachtete Teil 8" der Summe 8' identisch mit
1 8 -1 1 8-1
r' ~ N'(o'p.)' = r' ~N(p.)'·
, 'U 'U1 'U2 'U"-1
E = I} (11 q2 - •• q 'tl-I '
WO ~' wieder eine primitive Wunel der Gleichung ~'", = 1 bedeutet,
sind offenbar die ganzen rationalen Zahlen 'Ul , u1 • • • 'U"-l-
Ist nun Po eine bestimmte der oben definierten Zahlen p., d, h.
eine Zahl, welche in einer der c linearen Formen (I) enthalten ist
und zugleich der Bedingung (IT) genügt, so sind die sämtlichen
Produkte p = s'""0' welche den sämtlichen Einheiten E' der Ord-
nung 0' entsprechen, eben solche Zahlen, und alle diese Zahlen ",
und keine anderen liefern., wie oben bemerkt, ein und dasselbe
durch m' teilbare Hauptideal 0' = 0' ""0 = 0' ", der Ordnung 0'. Da nun
Xl (P) == 2:1 (Po) + 1ft1 .... X.,-1 (p,) = Z"-1 (Po) + 'UY - 1
ist, so kann man die ganzen rationalen Zahlen "'1' 1L. • - - U.- 1 offen-
bar stets und nur auf eine einzige Art 80 wählen, daß
(III) 0 :s;: Xl (11) < 1 ... 0 < :1:7 - 1 (p) < 1
wird, und da hierbei der in E' auftretende Faktor f/'u seine sämt-
lichen r Werte
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Nun zerlegen wir diese Summe abermals in c Partialsummen,
indem wir jedesmal die Beiträge derjenigen Zahlen", zu. einer Partial-
summe sammeln, welche in einer und derselben Linearform (I)
enthalten sind und außerdem den Bedingungen (11) und (ill) ge-
nügen. Es sei t eine beliebige positive Größe, und T die ent-
sprechende Anzahl dieser Zahlen Pt, für welche zugleich
(IV) N (p,) :::;: t
wird, so wollen wir beweisen, daß der Quotient T: t mit unendlich
wachsendem t sich einem endlichen Grenzwerte nähert. Zu diesem
Zwecke bezeichnen wir mit
11,1' Ai ..... An
ein System von reellen, s te t i g veränderlichen Größen und betrachten
die n homogenen linearen Funktionen al, mIr ...... m(ta), welche aus
m == hIIl] + h,.p2 + ..... + kn lLn
dadurch hervorgehen, daß die dem Körper a angehörigen Kon-
stanten ~I' Pi .... · lLn durch die mit ihnen konjugierten Zahlen ersetzt
werden, welche der Reihe nach den Wurzeln 8', 8" .... 8(n) der
Gleichung f(8) = 0 entsprechen. Setzen wir auch in allen Fällen,
wo die Werte der Variablen ht , "'2 .... hn nicht sämtlich rational sind,
der Kürze wegen
ro'm" .... m(n) = N (61),
80 ist N (GJ) eine homogene Funktion ",-ten Grades TOD den Variabeln
Al' At··· n.. Wir beschränken nun zunächst die Variabilität dieser
Größen durch die Bedingung
(V) o < N(m) S 1
und definieren hierauf ein System von " Funktionen
l' (m), Z" (m)..... J(') (CD)
und aus diesem ein System von (11 - 1) Funktionen
%1(co), %1 <m) ..... Z.-1 (CD)
genau nach denselben Regeln, wie dies oben für den Fall geschehen
ist, daß die sämtlichen Variablen A., A, .... A,. rationale Werte haben,
und folglich CD eine Zahl des Körpers sa ist Hierauf beschränken
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wir die Variabilität der Größen At, At ..• 11,,. ferner durch die (I' - 1)
Bedingungen
(VI) 0 :s;: Xl (m) < 1 ... 0 S Z"-1 (01) < 1.
Hierdurch, sowie durch die Bedingung (V), ist den Variablen
h], AI ••• kn ein bestimmtes Gebiet G angewiesen, und zwar ist (vgl. D.
§ 167) das über dieses Gebiet G ausgedehnte ",..fache Integral
g = f clh d1l..... dh" = d'L(();, q~ •.. ()~-l) = d'r'E(o') ,
1 V+ LI (#LI' Pt ..• l!n) kN' (m')V+ D
wo fJ = 2"-1#,,-", im Falle n = 2'11 aber = (2~)' ist; V+ D be..
deutet die positive Quadratwurzel aus dem' absoluten Werte der
Gmndzahl D des Körpers Q..
Die oben mit T bezeichnete Anzahl der in einer bestimmten
Linearform (I) erhaltenen Zahlen #" welche außerdem den Bedingungen
(ll), (III), (IV) genügen, besitzt nun die folgende Bedeutung für das
eben definierte Gebiet G. Setzt man
Al = a1 +J:z] • J. = a. + J:~ ••• h" = ... + kz,.•
. '~. .V& V& ye
80 bringt jedes System von • ganzen rationalen Zahlen Zl' z. · .. 2,.,
welchem eine solche Zahl IJ entspricht, ein System von n reellen
Werten 1&,., At ..• hn .hervor, welches dem Gebiete Gangehört; denn
da N (GJ) eine homogene Funktion n-ten Grades, jede der Funktionen
:1:1(CD), x, (GJ) ••• z;-1 ( m) aber eine homogene Funktion o-ten Grades
von den Variablen At, A. •·· h,. ist, so gehen die Bedingungen (Il)
und (IV) in die Bedingung (V), und die Bedingungen (ßI) in die
Bedingungen (VI) über. Setzt man ferner
i .. ~ = 1.01 ~ = 10 •••~ __ 10
--.-- = U;" TI, ß 'It ft ,t,.,
Yt VI VI VI' .
so ist das durch ~,Zs··· In hervorgebrachte, dem Gebiet G an-
gehörende Wertsystem Al' AI .•• h,. von der Beschaffenheit, daß die
Größen
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ganze rationale Zahlen werden; und umgekehrt leuchtet ein, daß
jedes dem Gebiet Gangehörende Wertsystem h1 , h'J ... k."" welches
dieser letzten Bedingung genügt, rückwärts ein System von ganzen
rationalen Zahlen 2:1 , Zs •• • Zn und dadurch eine Zahl ", der Linear-
form (I) hervorbringt, welche auch den Bedingungen (11), (III), (IV)
genügt. Mithin ist T die Anzahl derjenigen dem Gebiet G an-
gehörenden Wertsysteme h t , h• . . · hn , für welche die Quotienten
ht-h~ h2-hg hn-A:
~ , ~ ß
ganze rationale Zahlen werden. Wächst nun t über alle Grenzen, so
wird 4 unendlich klein, und ans dem Begriffe eines n·fachen be-
stimmten Integrals ergibt sich, daß
tim (P&n) = h>tim (~) = Jd~ dias'" dh,. = g
ist, mögen die Größen k~, 14 ·· · h~ von 6 unabhängig sein oder nicht.
Nach einem Fnndamentalsatze von Dirichlet (D. § 118) ~olgt hier-
aus, daß die auf alle Zahlen ", der einen Linearform (I) ausgedehnte
Partialsumme
1 8-1'r':~~N (P)'
für alle positiven Werte von (8 - 1) konvergiert und für unendlich
kleine Werte von (8- 1) sich dem Grenzwerte-
.!..lim (T) _ L = csE(o')
,,' t - 1I;wr' /tA+1 N' (m')f + D
nähert. Da derselbe von den Zahlen Cl1 , a l •• • Ga, welche diese eine
Linearform charakterisieren, gänzlich unabhängig ist, und da dieAnzahl
der Partialsummen, aus welchen die bis ;jetzt Ton UDS betrachtete
Summe 8" besteht,
lIl(f)
= e = N(f) 1:-+1
ist, 80 erhal~ wir das Resultat
. , . 8- 1 ~l(f) fE(o')
lim 8'. tim~ N' (4')' = N (f) N' (a') Y±D I
WO linb die Summe über alle durch al' teilbaren Hauptideale .'




Mit Hilfe des eben bewiesenen Satzes ist es leicht, unsere Auf..
gabe zu lösen. Nimmt man m' = 0', also N' (m') = 1, so ergibt sich
• 8 - 1 1/1' (f) «1 E(o')
lim:8 N' (a', = N(f)· V±D '
wo die Summe links über alle Ideale u' ausgedehnt ist, welche der
Hauptklasse 0' der Ordnnng 0' angehören.
Nun sei B' eine beliebige Ideal-Klasse der Ordnung 0', und m'
ein bestimmtes Ideal der inversen Klasse B'-I. Durchläuft b' alle
Ideale der Klasse B', während m' unverändert bleibt, 80 werden die
Produkte b'm' lauter Hanptideale a' der Ordnung 0', welche durch m'
teilbar sind; und umgekehrt, ist a' ein durch m' teilbares Haupt-
ideal der Ordnung 0', 80 gibt es (nach § 5, 30) ein und nur ein
Ideal b' in 0' von der Art, daß b'm' = Cl' wird, und &' muß not-
wendig der Klasse B' angehören, weil m' ein Ideal der inversen
Klasse ist. Da außerdem N'(b'm') = N'(b')N'(m') ist, so ist die
über alle Ideale b' der Klasse B' ausgedehnte Summe
8-1 , 8-1~ N (b')' = N (my :8 N' (a)"
wo Cl' alle durch m' teilbaren Hauptideale der Ordnung 0' durch-
läuft. Hieraus ergibt sich nach dem Schlußsatz des vorigen Para-
graphen für unendlich kleine positive Werte von (8- 1)
· 8 - 1 1/1' (l) d E (0')
!im :8 N' (b'Y = N (f) •V± D I
d, h, der Grenzwert der über alle Ideale einer beliebigen Klasse
in 0' ausgedehnten Summe ist für jede Klasse derselbe, und zwar
offenbar von 0 verschieden.
Für den Spezialfall, in welchem 0' das Gebiet·o aller ganzen
Zahlen des Körpers .Q, ist, ergibt sich hieraus, weil
f = 0, N(f) = 1/J'(f) = 1
wird, und weil die Anzahl haller Ideal...Klassen der Ordnung 0 end-
lich ist (D. § 164), das Resultat
Iim 8 = Iim :g 8-1 = A cfE (0)
N(a)' V±D'
wo die Summe über alle Ideale Q der Ordnung 0 auszudehnen ist.
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Durchläuft nun c' alle Ideale der Ordnung 0', so durchläuft 0 a'
alle diejenigen Ideale der Ordnung 0, welche relative Primideale zu
dem Führer f sind, und jedes nur ein einziges Mal Da zugleich
N' (Q') = N (0a') ist, so ist die über alle Ideale 4' der Ordnung 0'
ausgedehnte Summe
8-1 8-1
S' = :s N' (0.')' = ::s N (00.')';
durchläuft aber lJ alle verschiedenen in ! aufgehenden Primideale in
0, so ist nach den allgemeinen Gesetzen der Teilbarkeit die über
alle Ideale a der Ordnung 0 ausgedehnte Summe
1 1 1 1 1




( 1 ) _ 1/1(!)TI 1-N(p) - N(!)
d.b.
und hieraus
. 8 - 1 .,p(f). 8 - 1
!im:2 N'(o:,! = N(!)!im:S N(tt,!'
lim 8' - tIJ(f) IimS
- N(!) ·
Da die rechte Seite einen endlichen Wert hat, so folgt zunächst, daß
die Anzahl A' der Ideal ..Klassen in 0' endlich sein muß, weil oben
für jeden Bestandteil der linken Seite, welcher einer einzelnen Klasse
entspricht, ein und derselbe von 0 verschiedene Grenzwert gefunden
ist. Setzt man diesen Wert und ebenso den Grenzwert der rechten
Seite ein, so ergibt sich
16' 111' (l) . d E (0;) _ tP(l) .11 cfE (0)
N(J) V+ D - N(f) l'±D'
h' 1It(f) E (0)
h = !#I' (f) •E (0'),
was mit dem in § 10 nach der Methode von Gauß gefundenen Re-
sultat übereinstimmt.
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Erläuterungen zur vorstehenden Abhandlung.
Diese Abhandlung findet ihre Ergänzung in dem im Nachla..8 veröffentlichten
Überblick über die allgemeine Modultheorie (Brief an Fro b e n ius von 18S3);
heides war - wie dort und an anderen Siellen ausgesprochen ist - gedacht als
Grundlage für die allgemeinen Reziprozitätsgesetze.
In der Tat ist die in der AbhandlUDg behandelte Klasseneinteilung eine
Strahlklasseneinteilung, wie sie der KlasseDkörpertheorie zugrunde liegt, wenn
auch noch nicht die allgemeinste. Der Ausdruck für das Verhiltnis der Klassen·
anzahlen (§ 10, Schluß) findet sich genau in der allgemeingültigen Form; auch die
gruppentheoretischen Beweismethoden sind ähnlich, wenn auch noch etwas kom-
plizierter, als in der späteren allgemeinen Theorie (H. Web er, llath. Ann., Bd. 48,
8. 4sa ff.). In § 12 werden die transzendenten Methoden zum ersten Male auf
solche allgemeineren Klasseneinteilungen übertragen, was später viel weitergehend
von H. Web er im allgemeinsten Falle entwickelt wurde (M.ath. Ann., Bd.49, S. 83 H.).
Auf Weber aber baut Takagi auf.
Idealtheoretisch liegt die Bedeutung der Abhandlung darin, aal zum ersten
Male die Beziehung zwischen Idealen verschiedener Ringe vermöge Zuordnung von
Durchschnitts- und Erweiterungsideal behandelt wird. Die hier entwickelten Be-
griffe lassen sich auf beliebige Ringe ausdehnen und fiihren zu einer Zuordnung
von Klassen von Idealen im Unter- und Oberring, wobei wieder Durchschnitts..
(Verengongs-) Ideal und Erweiterungsideal eine ausgezeichnete Rolle spielen (vgl.




Erläuterungen zu zwei Fragmenten von Riemann.
[Bernhard Rie manns gesammelte mathematische Werke und wissenschaftlicher
Nachlaß, 2. Aufl., S. 466-478 (1892)].
Die Entstehungaseit (September 1852) des ersten der beiden
Fragmente [*)] macht es wahrscheinlich, daß Riemann darauf aus-
ging, für die Abhandlung über die trigonometrischen Reihen[**)] Bei...
spiele von Funktionen zu finden, die unendlich oft in jedem Intervall
unstetig werden, und vielleicht sollte die zweite Untersuchung [***)],
welche sich auf einem kaum leserlichen Blatte findet, demselben
Zwecke dienen. Die hier von Riemann benutzte Methode zur Be-
stimmung des Verhaltens der in der Theorie der elliptischen Funk-
tionen auftretenden Modulfunktionen für den Fall, daß das komplexe
Periodenverhältnis
(1) _ K'i, _logq
Li) - K - ni
sich einem rationalen Werte nähert, gestattet aber zugleich eine sehr
interessante Anwendung auf die sogenannte Theorie der unendlich
vielen Formen der &-Funktionen, nämlich auf die Bestimmung der
bei der Transformation erster Ordnung auftretenden Konstanten,
welche bekanntlich von Jacobi und Hermite auf die Gaußsehen
Summen, also auf die Theorie der quadratischen Reste zurückgeführt
ist. Die Darstellung dieses Zusammenhangs bildet den Gegenstand
der folgenden Erläutemngen.
Den Mittelpunkt der Theorie dieser Modulfunktionen, welche
man auch ganz unabhängig von der der elliptischen Funktionen auf-
stellen kann, und welche seit dem Erscheinen der ersten Auflage
Ton Riemanns Werken der Gegenstand zahlreicher Untersuchungen
geworden ist, bildet in gewissem Sinne die Ftmktion
• 1
(2) '1(-) = tU 11(1- 1··) = qU11(1 - q".),
wo zur Abkürzung •
(8) eI"i. = 1-, also !l = fi
[*) B. RiemaDDS ps. mathem. Werke 1I8W., 2. Aufl." S.455-461.]
[**) B. XilDlaDBs ps. mathem. Werke ......, 2. AufL, S.227-264.]
[***) B. RiemaDDs ges. mathem. Werke 1I8W'., 2. A"Bfl., S.461-465..]
(5)
160 -
gesetzt ist, und wo das Produktzeichen sich auf alle natürlichen
Zahlen 11 erstreckt. Da diese Funktion der komplexen Variablen
m = z + yi, deren Ordinate x stets positiv ist, im Innern des hier-
durch begrenzten, einfach zusammenhängenden Gebietes nirgends
Null oder unendlich groß wird, 80 sind auch alle Potenzen von fJ(m)
mit beliebigen Exponenten, und ebenso log 'I (m) durchaus einwertige
Funktionen von CD, sobald ihr Wert an einer bestimmten Stelle fest-
gesetzt ist. Die Funktion log fJ(GJ) soll dadurch definiert werden,
daß, wenn '!/ über alle Grenzen wächst, also q verschwindet, die
Größe
mni(4) log1J(m) -12 = 0
wird; dann ist log1J(m) konjugiert mit log'IJ(- m'), wo m', wie immer
im folgenden, die mit G:J konjugierte Größe bedeutet. Nun ist be-
kanntlich (Fundam. nova § 36)
'I (2 m)'I (;)'1 Ct 0)) = 1la'l(m)S,
~k = l Is l'2 'I (2m)
7} et m)'
4_ 1 fJ (GJ)Vle' = li8 2
'I C~w)'
( 1 + (1)11/ 2K = 1-~ 'I -2-
r 11: 'l(m) ,
also nach der obigen Festsetzung:
log7} (2 m) + log7}(;) + log'lC t GJ) = ;:+ 3 log'I (m),
log1c = log 4 + ~i+ 4log11(2m) - 4log11C t W ) ,
log1c' = ~i+41(lg7}(;)- 4log'lC t m),
2 K ,,; i (1 + CD)log -;- = - 6 + 4 log" -2- - 2 log ,,(cu),
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wo die Logarithmen linker Hand (wie in den Fund. nova § 40) als
einwertige Funktionen von (i) 80 definiert sind, daß die drei Größen
mni ../-logk-log4 - 2 = logk-log4, q,
log k' und l 2KOIJ-n
mit q unendlich klein werden.
Aus diesem Verhalten der Funktionen ergibt sich nun mit Hilfe
der Transformation erster Ordnung der 8'-Funktionen das von Rie-
mann untersuchte Verhalten bei Annähernng von G) an einen reellen
rationalen Wert, wobei q sich zugleich einer bestimmten Einheits-
wurzel qQ nähert. Setzt man
~ (, +1.)'~ + (. + ~) (._.!..)&1 (Z, 0)) ===~ 1 t I I i
. OJ
= 2'1(m) li'isinznII(l-lu.t-+I)(l-lm- - J ) ,
wo die Summation auf alle ganzen Zahlen 8 auszudehnen ist, 80 wird,
wenn man die nach z genommene Derivierte durch einen Akzent be-
zeichnet,
&~ (0, GJ). 2.1]((0)'.
Sind nun "' {J, y, ~ vier der Bedingung
(6) "a - Pr = 1
genügende ganze Zahlen, so ist bekanntlich
(' f + .JCO\ ! (I(G +11·)%2 I »)3'1 ,Z, a. + flfl)J = C Ya. + {J ud' &1 \ (a. + flli) z, fl) ,
wo e eine von ", {j, y, a und der Wahl der QuadratwurLeI abhängige
achte Einheitswurzel bedeutet, deren Bestimmung von Hermite auf
die Gaußschen Summen zuriickgeführt ist (Liouvilles Journal,
Serie Il, T. m, 1858). Für z = 0 ergibt sich hieraus
&~ ( 0, ~ t ::) = C(a. + flfl)l &~ (0, lD),
also
(7) " ~t ::)= cl('Ir + flfl)l tJ(-),
und aus dieser Transformation Ton ."(8J) ist diejenige von log1/(CD)
abzuleiten.
. Dadakl••, GMaaaaeDe Werke, I. 11
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Der Fall (:J == 0 erledigt sich unmittelbar durch die Definitionen
(2) und (4) von 71 (G)), log fJ (m) und gibt
ni(8) lOU7J(1+m)=log1J(61)+12'
oder allgemeiner, wenn n irgend eine ganze Zahl ist,
nnt(9) log'l(n + m) = log'1J(co) +12"
Ist aber ~ von Null verschieden, so wird die Größe
11 == - (ce + fJCO)i
nirgends negativ, und man kann folglich log", eindeutig so definieren,
daß der imaginäre Bestandteil stets zwischen + ni bleibt, und folg-
lieh konjugierten Werten von ,." auch konjugierte Werte von log iJ
entsprechen; dann wird znfolge (7)
(10) log '1(~~ ::) = log'l(m)+i log {-("+ {JmY}+«tI{J,r,h)~: I
wo (a, (J, 7, cl) eine durch a, {J, f" vollständig bestimmte g an ze
Zahl bedeutet, welche dieselbe bleibt, wenn diese vier Zahlen mit
(- 1) multipliziert werden. Die vollständige Bestimmung dieser
Zahl leistet offenbar noch sehr viel mehr, als die der obigen Ein-
heitswurzel C, und bildet den eigentlichen Gegenstand der folgenden
Untersuchung..
Zunächst läßt sich (a, ß, ", cl) auf eine nur von c.c, {:J abhängige
Zahl zurückführen. Genügen nämlich die Zahlen 1", ~' ebenfalls der
Bedingung (t,~' - Pr' = 1, 80 ist bekanntlich j" = ,,+nr.c, ~' == 4 +n{J,
wo n jede ganze Zahl bedeutet; mithin wird nach (9)
logll(~t:':) = log '1 (n + ~ ~::) = lag '1(~~ ;:)+ ~~i,
und hieraus folgt nach (10), daß
(a, fl, Y', a') - ~ = (a, {J, y, h) - ~
nur von den beiden Zahlen "' fJ abhängt; man kann daher
(11) {:J(a, {J, 1, cl) = (l +cl- 2 (a, 13),
also
(12) log'1(~:;:) = logll(m)+ ~ lag{-(a+ flm1}+ (t+a~22:a,fl) :lri
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setzen, wo 2 (a, ß) und, wie sich später ergibt, auch (IX, fJ) selbst
eine ganze, lediglich von den beiden relativen Primzahlen a, fJ ab-
hängende Zahl bedeutet; zugleich ergibt sich
(13) (- a, - ß) == - (a, ß).
Ersetzt man ferner alle Glieder der Gleichung (12) durch die zu-
gehörigen konjugierten Größen, so erhält man nach den obigen Be-
merkungen
log ( " + sCO') _ log ( ') 1 log{( R ')i} (;( + s- 2 «(X" {j) ·t'J ---, - 7J -fiJ +- - a+,..,w - 1fta+{Jm 4 12ß'
und da die linke Seite nach (12) auch in der Form
l ( - r +t:l(-ro')) I ( ') 1 logt ( '\I} et,+ a-2(rt,-ß) ·og1/ tt-ß(-w') = og1/ -6) +"4 - a+ßw) + 12(-ß) :In
dargestellt werden kann, so ergibt sich
(14) (a, - ß) == (a, ß)
und zufolge (13) auch
(15) (- a, p) = - (a, ß).
Soll ferner der Satz (12) auch noch für den Fall fJ == 0,
ce = ~ == +1 gelten, 80 ist die Definition des Symbols (e, 13) durch
die Festsetzung
(16) (+ 1, 0) == + 1
zu vervollständigen, welche auch mit (13), (14), (15) harmoniert.
Aus (15) folgt (0, + 1) === 0; setzt man daher ~ = 0, ß = 1,
f === - 1, ~ = 0, so geht der Satz (12) über in den speziellen Fall
der komplementären Transformation
(17) logfJ( rr/) = logfJ(ro) + ~ log(-ID'}
Ersetzt man nun in dem Satze (12) die Größe GI durch 1 + CD und
durch - 1, und drückt die Größen
CD
log 71~t;t;:) und log '1 (: ~:)
wieder nach dem Satze (12) durch log '7J (CD) aus, so erhält man mit
Rücksicht auf (8) und (17) leicht die beiden folgenden, für je d e 8
Paar von relativen Primzahlen a, fJ geltenden Sätze
(18) (c.c + ~, fI) = (fI, /J),
(19) 2IX (tI, (J)+ 2fJ (fJ, m) = 1 + a;' + {J'J - 31tt"I,
11·
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wo 'aß' den absoluten Wert von aß bedeutet. Mit Zuziehung des
letzteren Satzes, welcher in naher Beziehung zu. dem Reziprozitäts-
satz in der Theorie der quadratischen Reste steht, kann man der
Gleichung (11) auch die Form
(20) (a, (J, r, a) = 21'(et, fJ) + 26 (ß, a) - (ar + pa) + 3 tX~
geben, wo das Vorzeichen + so zu wählen ist, daß + a (j der ab-
solute Wert von rx.{J wird; hierdurch erscheint die zuerst in (10)
auftretende Zahl (<<, (J, 1', cl) wieder in Form einer ganzen Zahl
Es leuchtet nun ein, daß die heiden Sätze (18) und (19) nicht
nur die früheren Eigenschaften (13) bis (16) in sich schließen, sondern
auch ausreichen, um in jedem Falle den Wert des Symbols (a:, ß)
durch eine Kettenbruch-Entwicklung vollständig, und zwar als ganze
Zahl zu bestimmen. Dies geht schon aus dem Satze
(21) (ce, tX + il) = (IX, ß) - ({J, a) + ß- ce, wenn aß > 0,
hervor, welcher leicht aus (18) und (19) abgeleitet wird; und um..
gekehrt leuchtet ein, daß dieser Satz (21) in Verbindung mit (18),
d. h. mit dem Satze
(22) (a.', 13) = (a, {j), wenn (x,' =IX (mod. (J),
ebenfalls die vollständige Bestimmung des Symbols (a, ß) enthält und
eine sehr bequeme Berechnung einer Tabelle liefert. Es ist endlich
sehr zweckmäßig, dem Symbol (a, ß) auch dann eine bestimmte Be-
deutung beizulegen, wenn die ganzen Zahlen «, fJ nicht relative
Primzahlen sind, sondern einen beliebigen (positiven) größten gemein-
samen Teiler p haben; in diesem Falle setzen wir
(23) (1%, (J) = p (i, ~),
weil dann offenbar die heiden Sätze (21), (22) ungeändert bestehen
bleiben, während freilich das erste Glied 1 auf der rechten Seite des
Satzes (19) durch pi zu ersetzen ist; aber in den heiden Sätzen (21),
(22) ist jetzt auch ohne Zuziehung von (23) die vollständige Be-
stimmung von (a, fJ) enthalten, und sie gelten sogar für den Fall
tX = fJ = 0, wenn
(24) (0, 0) = 0
gesetzt wird. Durch diese Erweiterung des Symbols (mt jJ) ge~
es oft, solche Sätze, die sonst in verschiedene Fälle zerfallen würden,
in einem einzigen Ausspmch zn vereinigen (vgL die in (28), (34) ent
haltenen Sätze).
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Obgleich nun das Symbol (Gt, fJ) durch die Eigenschaften (21),
(22) für jedes Paar von ganzen rationalen Zahlen «, fJ vollständig
bestimmt ist, 80 würde es doch schwer sein, aus ihnen einen all-
gemeinen Ausdruck für dasselbe abzuleiten. Mit Hilfe der von R i e -
mann in dem zweiten Fragment angewandten Methode gelingt es
aber, einen solchen Ausdruck in Form einer endlichen Summe auf-
zustellen. Diese Methode besteht in der Untersuchung des Verhaltens
der Modulfunktionen, wenn co == x + y,;, sich einem rationalen, in
den kleinsten Zahlen aasgedrückten Bruche ßtt annähert. Geschieht
diese Annähernng in der Weise, daß ,,+ fJx unendlich klein von
höherer Ordnung wird als Vy, 80 wird die Ordinate der in dem
Satze (12) auftretenden Größe
" + IlCD 6 1
co1 = tX+ {Jm = {j - ß(" + 13m)
positiv unendlich groß, mithin nach (4)
log ) aJl7Ci 0'1(611 -12 = ,
also
log) 71:1 1 I {( fJ )s} _ 2(tc, ß) - ~ "..
'l{w + 12tJ{tt + ßw) + 4" og - tt + w - 12 ß :In,
ersetzt man, um sich der Bezeichnung von Riemann zu nähern,
a, fJ durch - m, n, so kann man diesen Satz 80 aussprechen: Nähert
sich die Variable m = z + yi dem irreduzibelen Bruche m:n
80 an, daß n z - m von höherer Ordnung unendlich klein wird als
Yi, 80 wird zuletzt
,,;i 1 { } m-2(m,n) .
(25) log'l{w) + 12n(nw-m) +4'log -(nw-m't = 1211. :/U.
Unterwirft man aber die Annäherung der schärferen Bedingung, daß
nz - m VOD· höherer Ordnung unendlich klein wird als y, so ver-
schwinden gleichzeitig die imaginären Bestandteile des zweiten und
dritten Gliedes links, und folglich ergibt sich durch Subtraktion der
. konjugierten Größen der Annähernngssatz
m - 2(m,n) ·(26) Zog '1 <ID) -log~ (-.') = 6 ft .',
welcher zufolge der obigen Erweiterung des Symbols (m, n) auch
dann gilt, wenn die ganzen Zahlen m, 11 irgendwelchen gemein-
samen Teiler haben.
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Bevor wir denselben benutzen, um unsere Aufgabe zu lösen, be ...
merken wir noch folgendes. Sind G, d positive ganze Zahlen und c
eine beliebige ganze Zahl, und genügt die Annäherung von G) an
ihren rationalen Grenzwert der letzten, schärferen Bedingung, so gilt
dasselbe offenbar auch für die Annäherung der Größe
c + dro d W rt cn + dm
--anene· ,
a an
und folglich wird gleichzeitig mit (26) auch die Annäherung
l (c+dro) log ( C+dGl')_cn+dm-2(Cn+dm,an) ·
0fJ"l -a- - 'I --a- - 6an 1t$
eintreten. Nun besteht, wenn p eine Primzahl ist, der aus der
Transformation pter Ordnung oder aus (2) leicht abzuleitende Satz
(27) log'IJ(pfD) +:E log'le~fD) = (p-;~)ni + (p+ l)Wg'l(w),
wo 8 in der Summe die p Zahlen 0, 1,2, ... , (p--;l) zu durchlaufen
hat; zieht man hiervon die durch den Übergang zn den konjugierten
Größen entstehende Gleichung ab, so ergibt sich durch die Grenz-
annäherung der Satz
(28) p(pm, n) +~ (m + n8, np) = p(p + l)(m, n),
wo 8 ein beliebiges vollständiges Restsystem (mod. p) durchlaufen
muß. Aus dem Satze (27) lassen sich auf verschiedene Weise all-
gemeinere Sätze ableiten, die für beliebige msammengesetzte Zahlen 'P
gelten, und aus jedem dieser Sätze entspringt wieder ein ähnlicher
Satz über das Symbol (m, n); doch dürfen wir auf diese, an sich
sehr interessanten Eigenschaften der Funktion logfJ(CD) und des
Symbols (m, n) hier nicht eingehen.
Indem wir uns nun unserer Aufgabe zuwenden, benutzen wir
die aus (2) und (4) folgende Darstellung
(29)
wo 11 alle natürlichen Zahlen durchläuft, und die Logarithmen recbts
zugleich mit 1CIJ verschwinden; es wird daher
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wo auch " alle natürlichen Zahlen durchläuft, und wenn man die
Summation nach 11 ausführt, 80 erhält man die Umformung von
J acobi (Fund_ nova § 39)
coni 1 1QJ~(30) log1](GJ) = -2 - ~ -- ,1 ~ 1 - lw~
mith-
m l () log ( ') _ (G1 + 01'):xi ~ Gp.
0fJ1J Ci} - 7J - tU - 12 - ~ ii"'
wo zur Abkürzung 1 1
au = --~--
I 1- plll,U 1-17 01' ,«
gesetzt ist.
Jetzt lassen wir die positive Ordinate 11 der Größe G) = :t + yi
unendlich klein werden, während die Abszisse ~ von vornherein den
konatante n rationalen Wert m:n besitzen soll, wodurch die obige,
schärfere Bedingung offenbar erfüllt ist. Die ganzen Zahlen m, n
dürfen im folgenden einen beliebigen gemeinsamen Teiler haben,
doch nehmen wir den Nenner n als positiv an. Setzen wir zur
Abkümmg a •
m .ilitJUIJ
lz = 1-;" = e-n - = 8; 111 i = e- S1f!l = r,
so genügt die Konstante 8 der Bedingung 8'" = 1, und r bedeutet
einen variablen positiven echten Bruch, der wachsend sich dem
Werte 1 annähert; zugleich ist
1 1
a,." == 1 - f)'"~ - -1---8-=----p,~r'- ,
. und es handelt sich um die Bestimmung des Grenzwertes Ton
) ') m7ti" ~ tJ~lo(J71(m -IOU'l(-GJ = -6-""-~ p.
Durch Vereinignng von je zwei Zählern a~, welche den Zahlen
1
I' = 81&+" und " = (8 + l)n -11 entsprechen, wo 0 <" < 2"ft,
ergibt sich nun leicht, daß der absolute Betrag der Summe
Ap = GI + ". + ·_. + a~
für alle Werte von r einschließlich r = 1 unterhalb einer von r
und " unabhängigen, endlichen Konstanten bleibt, und hieraus folgt
nach einem allgemeinen Satze *), daß die Reihe
:E~ = ~ AI' (~ - I' ~ 1)'




wenn ihre Glieder nacb wachsenden ". geordnet werden,
auch noch für r == 1 konvergiert und an dieser Stelle stetig ist;
mit Rücksicht auf den Satz (26) ergibt sich daher
(m, n}ni _ ~ b,u
Sn -.c:::..",'
1 1
bß! = Iim GJ.L = 0 oder = 1- (J1l - 1 - 8- p'
je nachdem 01' = 1 ist oder nicht; durch Anwendung der Trans-
formation
_1_ = _.!..~(fO~o
1- (J/4 n ~ ,
wo es die Werte 1, 2, ..., (n - 1) durchläuft, erhält man aber die
für alle " geltende Darstellung
b,. ~ ~:8 6(0-1"" - 0""),
n
aus welcher sich die Summe unserer unendlichen Reihe auch ohne
Benutzung bestimmter Integrale sehr leicht ergibt.
Ist z irgend ein reeller Wert, 80 wollen wir den von z um
eine ganze Zahl abstehenden, zwischen + ~ liegenden Wert der
Deutlichkeit halber nicht mit (e), sondern mit «z)) bezeichnen; für
solche Werte von z aber, welche in der Mitte zwischen zwei ganzen
Zahlen liegen, soll nach Riemann (S. 242 und 45~) [*)] die hier
unstetige periodische Funktion «z) = 0, also gleich dem arith-
metischen Mittel aus den heiden unendlich nahe benachbarten Werten
«z + 0» = - ~ und «z - 0» = + ~ gesetzt werden. Nach einem
sehr bekannten Satze aus der Theorie der trigonometrischen Reihe~
der sich auch unmittelbar aus der Logarithmen-Reihe ergibt, gilt
dann stets die Darstellung
2.'«z» =:8 (-1}"(1~'"-ls /&) ,
wo '" die natiirlichen Zahlen wachsend dmchläuft, also auch
2 .(I( 1)~ ~ 1-·" - 1%~.,~ Z - 2" 'J = ~ ·~----- p
[.) Die SeitenogabeD besiehen sich auf die 2. Aufl. .,.on B.. RiemaJlDS




~ _O-_,..._q_lL_(j~_rI = 2n:i(e-: - ~)),
(m, n) = ::;B ~('(cJm _ ~)).
6n n ,n 2'
da aber, wie sich durch Verwandlung von d in n - dergibt,
~ :2 ((d; - ~)) = 0
ist, so erhält man hieraus leicht durch Subtraktion den folgenden
Ausdruck
(32) (m, n) = 6n:2 ((= _ ~)) ((:8 - ~)).
wo n positiv angenommen ist, und 8 ein beliebiges vollständiges
Restsystem (mod. n) durchläuft, Dieser Ausdruck für das Symbol
(m, n) in Form einer endlichen Summe gestattet noch manche Um-
formungen und Vereinfachungen, auf welche wir unten noch näher
eingehen wollen. Daß derselbe auch dann gilt, wenn die Zahlen
m,. n einen beliebigen (positiven) gemeinschaftlichen Teiler p haben,
läßt sich mit Rücksicht auf (23) nachträglich mit Hilfe des auch
sonst wichtigen Satzes
(33) :2 ((X ~ p' - ~)) = ((x- ~))
leicht bestätigen, in welchem z eine beliebige reelle Zahl bedeutet
und p' ein vollständiges Restsystem (mod. p) durchläuft.
Machen wir jetzt die Voraussetzung, daß m, n relative Prim-
zahlen sind, und setzen wir zur Abkürzung
B - 'Ci 0 = 41 log{- (1IGJ - mf },
- 24n(nm-m)'
l-(-lr l-(-lr
,.= 2·' ,,= 2 '
SO ist (1 - ,,)(1 - t') = 0, • =,.., 1l == l' (mod, 2~ und aus dem
Annäherungs-Satze (25)
J,.,. (') m-2(m,n). 2B 0
"'It 'I ID = SI - -12ft '
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folgt gleichzeitig
) = m -(2m, n) ni-(4- 311)B- 0 + !.Zog 2,log11 (2 GJ 6 n 2
log 'l'J (GJ) =m- 2(m, 2n) :n:i -(4- S".)B- 0 + 1-"'log 2,
-, .2 24n 2
log ."(1 +CD) = m+n-2 (m+n,2n) :n:i+(2-3".-3v)B-O+'" +v-l 1og2;
., , 2 24n 2
die hier auftretenden Symbole sind zufolge (2'8) durch die stets
geltende Relation
(34) 2(2m, n) + (m, 2n) + (m +n, 2n) = 6(m, n)
miteinander verbunden. Gleichzeitig ergeben sich hieraus zufolge (5)
die Annäherungen
logk = 3m+ 2(m+n, 2n)-4(2 m,n) ni+(f&+2v-2)(12B-2log2),
6n
(35) logk' = (m +n, 2n)-(m. 2n) ni+(2".+v- 2)(12 B - 2 log2),
3ft
log 2 K = (m,n)-(m+n, 2'1&) .i+(I-I1-11)(12 B- 2 log 2)- 2O.
n 3n
Die Vergleichung dieser Sätze mit den acht Formeln des zweiten
. Fragments ergibt, daß Riemann auf die Bestimmung der unendlich
großen reellen Bestandteile, welche in den Gliedern mit B, 0 ent-
halten sind, weniger Wert gelegt hat; sie sind zum Teil ungenau
dargestellt, zum Teil ganz weggelassen. Auch in den imaginären
Bestandteilen fanden sich (bei der dritten, vierten und fünften Formel)
einige kleine Versehen, die sich aber ohne Zwang schon in der ersten
Auflage berichtigen ließen, während die reellen Teile auch jetzt nn-
geändert abgedruckt werden. Daß die Riemannschen Formeln in
den imaginären Bestandteilen mit den vorstehenden Sätzen (36) über-
einstimmen, ist nicht überall auf den ersten Blick zu erkennen, und
es würde zu weit führen, diese Übereinstimmung hier vollständig
nachzuweisen; doch wollen wir, weil der Gegenstand wichtig genug
ist, zur Erleichterung noch folgende Bemerkungen hinzufügen.
Unter dem Nenner einer rationalen Zahl x verstehen wir immer
die kleinste positive ganze Zahl n, für welche das Produkt fI, z eben-
falls eine ganze Zahl m wird, und diese nennen wir den Zähler von
a. Es gibt dann immer unendlich viele Zahlen :x', welche denselben
Nenner n haben, und deren Zähler m' der Kongruenz mm'=1 (mod. n)
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genügen, und jede solche Zahl :1/ soll ein Gefährte (secins) von x
heißen (vgL Art. 77 der Disqu. Arithm.), Nennt man zwei Zahlen
x, y schlechthin kongruent, wenn ihre Differenz eine ganze Zahl ist,
und bezeichnet dies durch x =y, 80 entspricht jeder Klasse von
kongruenten Zahlen % eine und nur eine Klasse von Zahlen x', und
wenn p eine ganze Zahl, und zwar relative Primzahl zu n bedeutet,
80 ist p(pz')' =z.. Setzen wir nun zur Abkürzung
(36) D(x) = (m~n) = 6 :E ((: _ ~)) ((':8 _ ~ )),
so hat diese Funktion, wie sich aus dem vorstehenden Ausdrucke,
oder auch aus (18), (15), (12), (34) leicht ergibt, die Eigenschaften
ID(x) = D(z + 1) = - D(-:l:) = D(x'),(37) D(2X)+D(;) + D(X t 1) = 3D(x}.
Ersetzt man die in den Riemannschen Formeln bisweilen 00..
nutzte Funktion E(z), welche die größte in x enthaltene ganze Zahl
bedeutet, durch den Ausdruck
(38) E(x) = x - ~ -((x - ~)),
in welchem nur, wenn x selbst eine ganze Zahl ist, statt E (x) wieder
das arithmetische Mittel x - ~ aus E (x + 0) und E (x - 0) zu
nehmen ist, so treten in den meisten dieser Formeln zuletzt nur noch
Funktionen von der Form
(39) R(x) =:2 «fiX»), Sex) = :2 ((fiX - ~))
auf, wo die Summationen sich auf alle diejenigen, nicht negativen
ganzen Zahlen l' beziehen, welche kleiner als der halbe Nenner von
z sind; diese Funktionen haben die Eigenschaften
(
R(z) = B(z + 1) = - R(-:e)
(40) 8(z) = S(%+ 1) = - 8(-z) 1
B(z) - S(x) = R(xj- S(x') = "2 11,
wo h den tJberschuß der Anzahl der positiven Glieder «J.lx» über
die der negativen bedeutet, und stehen in folgenden Beziehungen zu
der Funktion D(z). Allgemein ist nach (36)
(41) 68(:&') = D(2z)- 2D(x~
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Hat die Zahl z einen geraden Nenner n, so ist
(42)
Hat aber die Zahl x einen ungeraden Nenner n, so zerfallen
1
die Zahlen y, welche der Bedingung 2 Y=z genügen, also = 2" x
oder =~ (z + 1) sind, in zwei Klassen von Zahlen, von denen die-
jenigen, welche denselben Nenner n haben, mit Xl' die übrigen mit
XI bezeichnet werden sollen; die letzteren haben den Nenner 2 n,
Dann ist
(43) B(x2) == R(x)-S(x) = 2B(x)-S(2x)
und
{
D(x) = 6 R(x,) - 4: B(x) - 4R(x'),
(44) D(2z) = 6B(Z2)- 8B(x) - 2R(z'),
D(x1) = 6 B(x2) - 2 B(x) - 8 R(xj,
D(:eJ = 6B(xJ)-2B(x)-2R(x'),
wodurch wieder die obige Bedingung
(45) D(2 x) + D(Zl) + D(xJ == 3 D(x) .
erfüllt wird. Die Übereinstimmung der drei ersten Darstellungen in
(44) ergibt sich aus den früheren Eigenschaften von B(x) mit Rück-
sicht auf die Beziehungen
_ + 1 -(2 ')' (+ 1)' _( )' 1 ()'_ ')xt=xs 2"= z, x '2 = 4z +2"' x2 =(x J;
und umgekehrt ist
1
6 R (2i) = 3D(x)-2D(2x)- D(xt ) = D(xJ-D(2x)
(46) 6 R(x') = 3D(x) - D(2 x) - 2D(Zt) = D(z;) - D(x1)
6 B(x,) == 5D(x) - 2D(2 x) - 2D(Zt) = 2D(xJ-D(x)..
Die Herleitung dieser und zahlreicher anderer Relationen, welche
alle in naher Beziehung zu der Theorie der quadratischen Reste
stehen, müssen wir UDS aber für eine andere Gelegenheit versparen.
FlIcke.
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Erläuterungen zur vorstehenden Abhandlung.
Die Bedeutung der Abhandlung geht weit hinaus über ihre erste Absicht,
nur eine Erläuterung zu den beiden Riemannschen "Fragmenten über die Grens-
fälle der elliptischen Modulfunktionen" sein zu wollen. Die Methoden der Ab-
handlung führen nicht nur zur Bestimmung derjenigen bei der linearen Trans-
formation der "'-Funktionen auftretenden Einheitswurzein, die bereits von J aco bi
und Hermit e berechnet wurden. (vgL den Anfang der Abhandlung), sondern auch
zur Bestimmung der 24 sten Einheitswursel, die bei der linearen Transformation
der 24 sten Wun;el der Diskriminante
S4. ~~V.d (mt, wi) == -1](w)
OJj
auftritt. Über den letzteren Gegenstand vgl. man die Dissertation von Th. Xolien:
,;tJber die lineare Transformation der elliptischen Funktionen" (Dorpat, 1885).
Das Problem Dedekinds umfaßt sofort alle Wurzeln aus 71, indem er das
Verhalten der in der positiven lO-Halbebene eindeutigen Funktion log 'I ( OJ) gegen-
tiber der Modulgruppe festzustellen. anstrebt. Das Problem wird zurüokgeführt auf
die Bestimmung der durch das Symbol (m, n) bezeichneten ganzen Zahl.. Es wird
zunichst die Berechnung von (m, n) durch ein Kettenbruchverfahren gelehrt und
sodann eine allgemein gültige Darstellung von (m, n) in einer endlichen Summe
mittels des Restsymbols «x» entwickelt. .
Dedekind betont den Zusammet1hang des Symbols (m, n) mit der Theorie
der quadratischen Reste und hat demselben mit Recht überhaupt eine große
sahlentheoretisehe Bedeutung zuerkannt. Aber auch die Darstellung von (m, n)
durch das Restsymbol «x) gibt noch keineswegs einen üeferen Einblick in die
Abhängigkeit der ganzen Zahl (m, n) von m und ft. Man weiß lediglich, daJI die
Zahlen (m, n) mod 24 mit gewissen rationalen Ausdrücken in m und n kongruent
sind. Es hängt dies, um beim Legend resehen IntegraImodlll kl zu bleiben, mit
•
dem Umstand zusammen, daß von allen Wurseln aus kt nur kl , k, Vi und Vk' so-
genannte "Kongruenzmoduln" sind, d, h.. daß sieh nur die IU ihnen gehörenden
Teiler der Modulgruppe durch Kongruenzen erklären lassen. Es sind Versuche
gemacht, zu arithmetischen Aussagen über die zn höheren Wurzeln aus Tel ge-
hörenden Teiler der Modulgruppe zu gelangen. Diese Versuche schlossen mit dem
negativen Ergebnis, daß diese Teiler eben ttNieht-Kongruensgruppen" seien, worüber
die Arbeiten von G. Pick, Mathem. Ann., Bd.28, 8.119 (1886) und R. Fricke,
ebenda, Bd, 28, S.99 (1886) zu vergleichen sind. Von einer tieferen Erforschung
des Dedekindschen Symbols (mt n) darf man neue Aufschlüsse in dieser Richtung
erwarten.
XIV.
Schreiben an Herrn Borchardt
über die Theorie der elliptischen Modulfunktionen.
[Journal für reine und angewandte Mathematik, Bd.83, S.265-292 (1877)].
Sie haben mich aufgefordert, eine etwas ausführlichere Dar-
stellung der Untersuchungen auszuarbeiten, von welchen ich, durch
das Erscheinen der Abhandlung von Fuchs*) veranlaßt, mir neulich
erlaubt habe Ihnen eine kurze Übersicht mitzuteilen; indem ich Ihrer
Einladung hiermit Folge leiste, beschränke ich mich im wesentlichen
auf den Teil dieser Untersuchungen, welcher mit der eben genannten
Abhandlung zusammenhängt, und ich bitte Sie auch, die Übergehung
einiger Nebenpunkte entschuldigen zn wollen, da es mir im Augen·
blick an Zeit fehlt, alle Einzelheiten auszuführen. Die in Rede
stehenden Untersuchungen habe ich schon vor einer Reihe von Jahren
angestellt, als ich erkannte, daß die Bestimmung der Anzahl der
Idealklassen in kubischen Körpern (d. h. in Gebieten von Zahlen,
welche aus Wurzeln von Gleichungen dritten Grades gebildet sind)
innig zusammenhängt mit der Theorie der singulären Moduln der
elliptischen Funktionen, für welche die komplexe Mnltiplikation statt-
findet. Bei meinen Versuchen, tiefer in diese mir unentbehrliche
Theorie einzudringen und mir einen einfachen Weg zu den ans-
gezeichnet schönen Resultaten von Kronecker zu bahnen, die leider
noch immer 80 schwer zugänglich sind, erkannte ich sogleich die
fundamentale Wichtigkeit des Punktes, auf welchen auch Hermite
neulich in einer Anmerkung zu der Abhandlung von Fuchs (8.29)
aufmerksam gemacht hat, und. welcher in der Tat zur Grundlage für
meine Theorie geworden ist. Es handelt sich um folgendes. Bedeutet
K'j
GJ = K
[.) Joum. f. reine n, angew. M.athem., Bd. 88, 8.18-37.]
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das Periodenverhältnis der elliptischen Funktionen (= Hinach der
Bezeichnung von Fuchs), 80 ist das Quadrat k == "i des Integral...
moduls s eine einwertige Funktion von 0, welche Hermite mit cp(m)8
bezeichnet, und aus der Transformation erster Ordnung folgt leicht,
daß k unverändert bleibt, wenn co durch
1+-'mco - -~-
l- a + ß m
ersetzt wird, wo a, {J, 1, ~ vier ganze rationale Zahlen bedeuten,
welche der Bedingung a ~ - ß" = 1
genügen, und von denen (j, 'Y gerade sind. Der zu beweisende Satz
besteht nun darin, daß außer diesen Zahlen (01 keine andere existiert,
welche denselben Wert k = ffJ «(jJ)8 = cp (0J)8 hervorbringt. Bevor
ich znr Darstellung meiner Theorie übergehe, will ich zunächst zeigen,
daß dieser Satz sich auch aus der gewöhnlichen Theorie der ellip-
tischen Funktionen ohne Schwierigkeit ableiten läßt.
Bedeutet weine komplexe Größe mit positiv-imaginärem Bestand-
teil, ferner z eine willkürliche Variable, und bedient man sich der
folgenden Bezeichnungen 1% = e21Ji z,
~ (z, Ci)) = ~ 1.2 -i- + .(• - -i),
( ) ~ (I+.!..)2 ~+(8+.!.)(1-.!.)&1 Z, CiJ = ~ 1 2 2 2 2 ,
(.+.!...)2z , (,+.!..)zD'2 (z, CD) = ~ 1 2 2 2,
,2..!!.+,z
&, (z, m) = ~ 1 2 ,
WO 8 alle ganzen Zahlen von - 00 bis + 00 durchläuft, ferner
'1/- &1(0, m) ()I ..I, ,. (0, m) _ .I. (r--aU
, X - - fJJ CD· ,,, - - .,.. UlJ'
- &3(0, m) -. ' - &.(0, CD)
80 ist 'A," + ,,'2 = 1,
und man kann 1 .ß' (z )V-Z = 1/- 1( ,m) = rinam(2Kz, x),
'" .ßt Z, CD
VI-x = !: #}s!z, lD)} = cosam(2Kz, x),
,,, &,z, OJ
VI - r x = y;;; #}'52, CD») = lIt1am(2K z, x),
8",z, GJ
elf; = 2K l't - xl'l- rxaz
setzen, wo
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2K = 6'3(0, Ci1)6'~(O,w) = n 6'. (0, W)"
.ß' (0, m) &1(0, G)) .
ist. Wenn nun die Größe 0)1 ebenfalls einen positiv-imaginären Be-




hervorbringt, wie 01, 80 setze man
2K1 = n&s(O,m1)'J
und führe eine neue Variable Zt durch die Gleichung
s.«; = Kz
ein; wenn ferner mit Vx17 V1 xl' V-I---/c-Z-l die Größen bezeichnet
werden, welche ebenso von Zt' 0)1 abhängen, wie Vx, V1 - x, V1 - Tc z
von Z, m, 80 ergibt sich
dV; d1/~
1"1~xVl-kx = Vl-xt Vl - 1c x/
und hieraus durch Integration
y; V1 Xl VI - k Zl - V:1:1 l'1 - x VI - k z = 0 (1 - k Z Xl);
die Konstante 0 muß aber gleich Null sein, weil für z == 0 auch
Zl = 0 ist, also Vi und V2:1 gleichzeitig verschwinden. Hieraus folgt,
daß identisch z = %1 ist (ja sogar Vi = V:z:~, V1 - z = V1 - Xl'
\/1- kz = VI - kxJ; mithin wird jede der vier Funktionen
.& (z, Ol), 8'1 (e, GJ), &1 (e, m), &. (z, m)
stets und nur dann verschwinden, wenn die entsprechende der vier
Funktionen
8' (ZI' 6)1)' &1 (%1' (01)' . &, (Z1' 0)1)' &, (~, GJ1)
verschwindet. Die Funktion -&1 (Z, CD) verschwindet aber für alle Warte
z = r + 8(0 und nur*) für diese, wo r, 8 willkiirliche ganze Zahlen
bedeuten; setzt man daher
K
Zl = 1, 80 wird z = K = CE + fJeo,
K
zJ = CD1' 80 wird 2 = K8)1 = ,,+ , GJ,
.) Dies folgt aus der Darstellung VOB "'I(Z, .) als unendliches Produkt, oder
auch aus dem SabeJtl log8'1 (z, .,) = 2 1t i, wo die IategratioD durch die Be-




WO a, p, f, ~ ganze rationale Zahlen bedeuten; mithin ist
,,+ dm
rot = «+ßro' ("+ßro)ZI = z.
Setzt man umgekehrt
z == 1, 80 wird Zt = *"1 + 131 (i}t
Z = fi), so wird Zl = 1'1 + r}J GJt ,
wo er1 , fJl' 1'1' 61 ebenfalls ganze Zahlen bedeuten; es wird daher
(a + fJ Q))rt1+ (y + h m)"1 = 1,
(a+ßw)Yt+(f+cJm)llt =m,
woraus, weil G) nicht reell ist,
(("1 + "fJ1 = 1, f3"1 + d {Jl = 0,
"'}'1 + "<l1 = 0, {J1'1 +d6 J = 1,
mithin
f.1,6 - ßl' = (.C]"'1 - (Jt7'1 = + 1
folgt*).. Hierin darf aber zufolge (1) nur das obere Zeichen genommen
werden, weil der Koeffizient von i in heiden Größen (iJ und 01 dasselbe
(positive) Vorzeichen hat; also ist
(2) a 6 - fJ" = + 1.
Da ferner die Werte Ton Zl' für welche &(ZI' rot) verschwindet, mit
den Werten r + (8+ l)"I zusammen fallen, so wird gleichzeitig
i = ;, %1 = r +(8+ i)rot ;
mithin ist zufolge (1)
CD(tJ + jJm)r + (f + 60))(8 + l) = 2'
ce ,. +" (8+ i) = 0,
also
(3) ']I =0 (mod. 2).
Auf dieselbe Weise ergibt sich aus dem gleichzeitigen Verschwinden
der Funktionen 80s(s, CiJ), 4Jr, (ZI' mJ für z = i auch
(4) ß=0 (mod, 2),
womit der in Rede stehende Satz vollständig bewiesen ist.
Dieser Beweis 'beruht offenbar darauf, daß die elliptischen Funk-
tionen sinam(u, x), «J8am(u, x), Llam{u, _) einwertige Funktionen
auch Ton Je =. 'K' sind. Der Satz selbst reizte mich aber bald, den
*) Dies ist nur ein spezieller Fall eiDes al1remeiaea SaUes AllS der Theorie
der ZahleDSySteme, welche ieh mdlicAe Jlodtllfl genu:a~ habe.
Dedelrtnd, Gesammelte Werke, I. 12
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Zusammenhang zwischen den Größen m, Je, K ganz unabhängig von
der Theorie der elliptischen Funktionen zu erforschen, und in diesem
Streben bestärkte mich eine Bemerkung von Hermite, welcher an
einer Stelle seiner kurzen Übersicht über die Theorie der elliptischen
Funktionen hervorhebt, daß noch kein anderer Weg zu diesen Modul-
funkrioneu führe, als der, welchen die Gründer der Theorie der
elliptischen Funktionen eingeschlagen haben. Ich erlaube mir nun,
Ihnen meine damals entstandene Theorie in ihren Grundzügen zu
entwickeln; die Anwendung auf die Theorie der singulären Moduln,
derentwegen die ganze Untersuchung angestellt ist, darf ich Ihnen
vielleicht ein anderes Mal vorlegen.
§ 1.
Äquivalente Zahlen.
Zwei Zahlen m, "'1 sollen im folgenden iiq'Uimlent heißen, wenn
es vier ganze (rationale) Zahlen tX, ß, r, d gibt, welche den beiden
Bedingungen
,,+&GJ
6)1= t.C+IJ6)' t.C6-1J'J'= 1
genügen; o~enbar ist die hierdurch ausgedrückte Beziehung zwischen
10, (01 eine gegenseitige, da zugleich die vier Zahlen ~, - {J, - f, "
den Bedingungen
_ (-r) + amI
G] - «J + (_ ,3) 6)1' ß " - (- (J) (- ,,) = 1
genügen. Ist nun Ws ebenfalls äquivalent mit CD, gibt es also vier
ganze Zahlen «1' fJl' 11' 81, welche den Bedingungen
_ 711 + d1 6)2
m - + fJ '«1 61 - {Jl1'1 = 1
"1 1 Ws
genügen, so setze man in üblicher Weise
dh.
,l = "al + {J11' {:J' = afJl + fl6u
y' = i'"t + cJ "U 4' = 'Y~1+., "1;
da diese Zahlen «/, fj', y', d' den heiden Bedingungen,
- i" + a' (01 a' I' - fJ~"" = 1
G)1 - IX' + fJ' fD. ' r
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genügen, so folgt, daß je zwei mit einer und derselben Zahl m äqui-
valente Zahlen °1, Ws auch miteinander äquivalent sind. Aus diesem
Grunde wird man das gesamte Zahlengebiet in Klassen einteilen
können, indem man je zwei Zahlen in dieselbe oder in zwei ver-
schiedene Klassen aufnimmt, je nachdem sie äquivalent sind oder
nicht. Jede Zahl m kann als Repräsentant derjenigen Klasse an-
gesehen werden, welche aus allen mit Q) äquivalenten Zahlen besteht.
Nennt man die reellen Zahlen x, 11 die Koordinaten, und zwar %
die Abszisse, y die Ordinate der ans ihnen gebildeten komplexen
Zahl ro == x + yi, 80 ergibt sich leicht, daß die Ordinaten von je
zwei äquivalenten Zahlen 0), CDt dasselbe Vorzeichen haben, oder
beide verschwinden. Wir werden im folgenden das Gebiet 8· der-
jenigen co betrachten, deren Ordinaten positiv sind, und außerdem
nur noch die rationalen reellen Zahlen, welche letzteren offenbar
eine einzige Klasse R bilden, weil sie sämtlich mit der Zahl 0 äqui-
valent sind; es wird sich zeigen, daß diese Klasse R, welche zugleich




Es kommt nun darauf an, ein vollständiges System von Re-
präsentanten Wo aller Klassen aufzustellen, .aus welchen das Gebiet 8
besteht, in der Weise, daß jede Zahl CI) dieses Gebietes mit einem,
und im allgemeinen auch nur mit einem dieser Repräsentanten tDo
äquivalent ist. Dies geschieht durch den folgenden Satz, in welchem
das Zeichen N(z + yt) die Norm (r +1/') der komplexen Zahl
2: + y i bedeutet: .
I In jeder Klasse des Gebietes Seinschließlich R gibt es
einen, und im allgemeinen auch nur einen Repräsentanten CDO'
welcher den drei Bed ingungen
(1) N(GJ. - 1)~N (G)e~
(2) N(coo + l)~N(GJo)'
(3) N(_,) ~ 1
genügt.
Der Beweis kann mit denselben Mitteln geführt werden, durch
welche in der Theorie der binären quadratischen Formen TOD nega-
tiTer Determinante bewiesen wird, daß jede solche Form einer, und
12-
- 180 -
im allgemeinen auch nur einer reduzierten Form äquivalent ist.
Ich will mich hier begnügen, den ersten Teil des Satzes durch die
folgende Betrachtung zu erledigen. Ist co eine bestimmte Zahl des
Gebietes 8, 80 gibt es, weil m nicht reell ist, unter allen Paaren von
relativen Primzahlen a, p mindestens eins, für welches N (<< + ~ CD)
80 klein wie möglich wird; nachdem a, 'p 80 gewählt sind, erhält
man alle Lösungen der Gleichung IXa- ß" = 1 in ganzen Zahlen
f, 4 aus einer einzigen Lösung 1', fl', indem man r = y' - m«,
a = a' - m fJ setzt und m alle ganzen Zahlen von - 00 bis + 00
durchlaufen läßt; wählt man m so, daß
N(" + cl CD) = N(r' + a' m _ m)
oc+ßm cc+/Jm
möglichst klein wird, 80 hat die mit CD äquivalente Zahl
r +-'01
CiJo == a + fJ 0)'
die in (1), (2), (3) ausgedrückten Eigenschaften. Denn aus der
Definition Ton t.C, p folgt, daß CDo der Bedingung (3) genügt, und
ebenso aus der Definition von M, daß 100 den Bedingungen (1) und (2)
genügt.
Geometrisch .wird der Inbegriff aller dieser Zahlen 100 durch
ein Stück der Halbebene S dargestellt, welches das Hauptfeld heißen
und mit (&Jo) bezeichnet werden soll. Dasselbe ist begrenzt durch
drei Linien, welche den Gleichheitszeichen in den Bedingungen (1),
(2), (8) entsprechen; setzt man Wo = Zo + 1/0 i, so nehmen die letz-
teren die folgende Gestalt an:
(1) Xo =:;;: l,
(2) %0> -~,
(3) z: + 1/: ;::: 1;
das Feld (mo) liegt daher zwischen den beiden Geraden, welche in den
Abständen +l parallel mit der Ordinatenachse laufen, und zugleich
außerhalb des Halbkreises, welcher mit dem Radius Eins aus dem
Nullpunkte beschrieben ist Dieses Feld wird offenbar durch die
Ordinatenachse in zwei symmetrische Hälften zerlegt. Die heiden
Parallelen (2) und (1) schneiden sich im Punkte 00, dem Repräsen..
tanten der Klasse B der rationalen Zahlen, und sie schneiden den
Kreis in den Punkten
f! = -1 ~ iva und _,I = 1 + f! = ::.!.,,
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Wenn nun CDo der Grenzlinie (2) angehört, d. h. wenn %0 = -I ist,
so leuchtet ein, daß die äquivalente Zahl 1 + COo der Grenzlinie (1)
angehört, und diese beiden Punkte coo' 1 + liJo liegen symmetrisch zu
beiden Seiten der Ordinatenachse. Wenn ferner mo der Kreislinie (8)
angehört, so gilt dasselbe von der äquivalenten Zahl - 1 = - Xo+ 110 i,010
und diese beiden Punkte (0o, -1 liegen ebenfalls symmetrisch zu
Wo
beiden Seiten der Ordinatenachse. Je zwei symmetrische Punkte der
Begrenzung von (coo) sind daher Repräsentanten einer und derselben
Klasse. Es ließe sich nun auch leicht zeigen, daß außer diesen
Fällen niemals zwei verschiedene Punkte oder Zahlen des Feldes (CD.)
derselben Klasse angehören können, mögen sie im Innern oder auf
der Begrenzung von (CDo) liegen. Der Kürze halber unterdrücke ich
diesen Beweis, welcher, wie schon oben bemerkt, genau ebenso lautet,
wie der Beweis des Satzes, daß zwei verschiedene reduzierte binäre
quadratische Formen von negativer Determinante nur in gewissen
Ausnahmefällen äquivalent sein können (vgL Zahlentheorie von
Dirichlet, zweite Auflage, § 65); es wird genügen zu bemerken,
daß, wenn z, 'Y willkürliche Variable bedeuten, die binäre quadratische
Form
N(z + lItDo} = (1, 2:0, z: +,:),
deren Determinante = - !/:, immer eine reduzierte ist, wenn
dieser Begriff auf Formen mit gebrochenen oder irrationalen reellen
Koeffizienten ühertragen wird.
Sind nun f.C, fJ, 'Y, 6 vier bestimmte ganze Zahlen, welche der
Bedingung «'- fJ" = 1 genügen, und setzt man
f+ 1m -1+"GJo
.CDo = 11+ fJ CD ' CD = ~ - fJ (0. '
80 entspricht, wie man leicht erkennt, dem Hanptfelde (.0) ein
Feld (cu), welches von drei Kreisbogen begrenzt wird, deren Mittel·
punkte stets in der Abszissenachse liegen, und welche in gerade
Linien ausarten können; die den Eekpunkten
p, - ,I, 00
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des Hauptfeldes entsprechenden Eckpunkte des Feldes (01) sind
- y + Cl ~ - " - a Qi - a
~ - ßf/' ~ + {J (J" ß'
deren letzter der Klasse R angehört. Offenbar entspricht den vier
Zahlen - a, - {J, -y, -- d dasselbe Feld (m); sonst aber ent-
sprechen, wie die genaue Untersuchung zeigt. zwei verschiedenen
Systemen von vier Zahlen a, {J, 1', ß immer zwei verschiedene
Felder (01), welche ganz außerhalb einander liegen und höchstens
eine Grenzlinie oder auch nur einen Eckpunkt gemeinsam haben
können. Die ganze Halbebene 8 einschließlich R besteht aus un-
endlich vielen solchen, den verschiedenen Systemen oder Substitutionen
±tx, + ß, ±y, + h entsprechenden Kreisbogendreiecken (m), welche
sich in unendlicher Anzahl und Verkleinerung an die Abszissenachse
andrängen.
Niemals enthält aber ein solches Feld (0)) einen irrationalen
reellen Wert, und in diesem Sinne sage ich, daß bei unserer Unter-
suchung die Klasse R der rationalen Zahlen die vollständige Be-
grenzung des Gebiets 8 bildet. Ist,. eine bestimmte rationale Zahl,
80 'gibt es unendlich viele Felder (m), welche diesen Wert r gemein-
schaftlich haben (vgL § 4, III); das aus allen diesen Feldern be-
stehende Gebiet G (r) ~ durch unendlich viele solche Kreisbogen
begrenzt, welche der Lirrle (3) entsprechen. Ist nun x ein konstanter,
reeller, aber irrationaler Wert, und nimmt y von + 00 bis 0 ab,
80 durchläuft m === :t + y i unendlich viele solche Gebilde G (r), und
die Zahlen T, deren Nenner immer größer werden, nähern sich dem
Werte x unendlich an.. Solange OJ einem und demselben Gebiete G(r)
angehört, beschreibt die äquivalente Zahl Wo im Hauptfelde Kreis-
bogen, welche immer nach einer bestimmten der beiden Linien (1), (2)
hinführen, Ton hier zu dem symmetrischen Punkte springen und sich
durch Verschiebung zu einem einzigen Kreise zusammensetzen lassen;
endlich aber muß ein letzter solcher Kreisbogen in die Linie (3)
führen; dann tritt m in das folgende Gebiet G(r), und nun beginnt Glo
von dem symmetrischen Punkte der Linie (3) aus, eine neue Kreis-
bogenbewegung in ({Do), welche dem Durchgange der Variahlen ID
durch eine endliche Anzahl von Feldern des Gebietes G (r) entspricht
(vgl. den Schluß Ton § 6). Die Annäherung, der Zahlen F, r' ... an
den Wert x ist nicht ohne Interesse, und ich verspreche mir (viel-
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leicht mit Unrecht) von der näheren Untersuchting derselben noch
ein brauchbares Resultat, wenigstens für den Fall, daß x die Wurzel
einer quadratischen Gleichung mit rationalen Koeffizienten ist.
§ 3.
Die Valenz.
Nach diesen Vorbereitungen gehe ich zu dem Fundamentalsatze
meiner Untersuchung über, welcher folgendermaßen lautet:
Es gibt eine Funktion' v der Variablen m"im Gebiete S
und auf dessen Begrenzung R, welche für alle äquivalenten
Werte G) Einen bestimmten Wert besitzt, und 'zwar so, 'daß
umgekehrt Jedem Werte der unbeschränkten komplexen
Variablen v Eine bestimmte Klasse vOn, äq u i sa l en t e n
Werten m entspricht.
Der Beweis ergibt sich aus den Prinzipien von Riemann (Art.2l
der Inaugural-Dissertation). Man bilde die eine der beiden sym-
metrischen Hälften des Hauptfeldes (mo) auf einer der heiden Hälften
der v-Ebene ab, in welche dieselbe durch die Achse der reellen V
zerfällt; hierbei bleiben drei reelle Konstanten willkürlioh, da zu
einem inneren und zu einem Begrenzungspunkte des Orginals die
entsprechenden Bildpunkte willkürlich gewählt werden dürfen. Hierauf
setze man die Abbildung durch die Symmetrieachse des Feldes (mo)
hindurch in die e andere Hälfte in der Weise fort, daß je zwei zur
Achse symmetrischen Punkten tUö zwei konjugierte komplexe Werte v
entsprechen; hiermit ist das ganze Feld (mo) so auf der ganzen
v-Ebene abgebildet, daß je zwei äquivalenten Werten CDo, d. h, je
zwei symmetrischen Punkten der Begrenzung von ("0) ein und derselbe
(reelle) Wert 'lJ entspricht; je zwei nicht-äquivalenten Werten GJo ent-
sprechen zwei verschiedene. Werte t', und umgekehrt entspricht jedem
Werte " ein einziger Wert mo, oder es entsprechen ihm zwei äqui-
valente Werte &Jo, welche der Begrenzung von (tDo) angehören. Man
kann daher die Abbildung von (cu.) auf alle Felder (m) der ganzen
Halbebene 8 und deren Begrenzung B 80 ausdehnen, daß je zwei
äquivalenten Werten CD ein und derselbe Wert " entspricht, und es
leuchtet ein, daß bei dem Übergange Ton einem Felde <m> durch




Bind nun A, B, 0, D beliebige reelle Konstanten, so hat die
Funktion 0 + D v
A+Bv
dieselben Eigenschaften wie v, und sie nimmt ebenfalls jeden reellen
Wert einmal an, wenn COo die ganze Begrenzung der einen sym-
metrischen Hälfte des Feldes (mo) durchläuft; die drei verfügbaren
Konstanten sollen nun so gewählt werden, daß
dem Werte 0)0 = (J der Wert 'V = 0,
" "WO = i " " v = 1,
" " Wo = 00" " v = 00
entspricht. Die hierdurch bestimmte Funktion tJ will ich die Valenz
'Von CD nennen und mit val (CD) bezeichnen. Äquivalente Zahlen fD
sind demnach Zahlen von gleicher Valenz.
§ 4.
Windungspunkte.
Um von dieser Definition der Funktion v zn ihrer analytischen
Bestimmung zu gelangen, betrachten wir zunächst die umgekehrte
Funktion; ist CD ein Zweig derselben, 80 ist jeder andere von der Form
r+ tlm
CD1 = tX + fJ m'
wo «, {J, 1, a vier ganze Zahlen bedeuten, welche der Bedingung
a a- fJ" = 1 genügen, und es fragt sich, ob zwei solche im all-
gemeinen verschiedene Zweige in einem Windungspunkte t', für
welchen co = CD} = ~ wird, zusammenhängen können. Hierzu ist
erforderlich, daß T: eine Wurzel der Gleichung
,ir + (cx - tl)-e -" = 0,
(2 fJ T +"- ")1 = (<< + ay· - 4
ist, und da 1: entweder rational ist oder eine positive Ordinate hat,
80 sind nur folgende drei Fälle möglich:
(I) a + cl = o.
Da ~+ 1 = (a + ')(tx - i) = - fJ" ist, und fJ positiv an-
genommen werden darf, so ergibt sich aus der Theorie der gsnsen
komplexen Zahlen von Gauß mit Leichtigkeit, daß man
- « + i = (a' - (J' s)(f' +ß' i); r = - (f' +d' s) (f' - a' i),
fJ = (a' + fJ' i) «(I' - fJ' s); «+ i = - (a' + fJ' i) (f' - " t)
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setzen kann, wo a', {J', r', ß' vier ganze rationale Zahlen bedeuten,
welche offenbar der Bedingung (l d' - {:r,,' == 1 genügen müssen;
die ganzen komplexen Zahlen rl + ß' i, r' + 6' i sind relative Prim-
zahlen, und man erhält
-G( + i ' +-".
-r= =_"_=" IfJ a+i et'+ffi'
d, h, 'f ist äquivalent mit i, und folglich ist v = 1. Nimmt man
Dun z. B. 'r;' = i, 80 ist
« = 0, ß = 1, ,,= - 1, a = 0,
und die beiden in Rede stehenden Zweige sind
-1
°0 und -.mo
Diese hängen aber wirklich an der Stelle v = 1, Gl = i zusammen;
denn wenn v, von Werten mit positiver Ordinate ausgehend, einen
positiven Umlauf um v = 1 macht, also die Achse der reellen v
zuerst zwischen 0 und 1, und nachher zwischen 1 und + 00 kreuzt,
80 geht 610 aus derjenigen Hälfte des Hauptfeldes (mo), in welcher
die Abszissen negativ sind, durch den Kreisbogen (3) zwischen ()
und i zunächst in die Hälfte des Feldes ( 10) über, in welcher die
Abszissen negativ sind, und dann durch die Ordinatenachse hindurch
in die andere Hälfte desselben Feldes ( 10
0
1), in welcher die Abszissen
positiv sind. Hieraus ergibt sich, daß (1 - tJ) unendlich klein wie
(CD - i)' wird, und folglich bleibt in diesem Windungspunkte das
Produkt d»
(1 - V)-t/2-tim
endlich und von Null verschieden. Dasselbe gilt für je zwei Zweige
y' + ß' GJo - 4' + y' So
m = ,+ Il' und 1»1 = R! +' ,
" "mo -,., "mo
welche sich für v = 1 in irgend einem mit i äquivalenten Werte
'+8'i,.._ 'Y~__
., - Cl' +/J',
vereinigen, und zwischen welchen die Relation
f -"CD - (,," + a'I) +«(1.'''' + /J'tl')m
CDJ = (I + /Im = - (a:' y' + , a') + (II'J + ~'t)1D
besteht.
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(11) a + a= + 1.
Setzt man zur Abkürzung
l-a+<l
E = 2
80 ist, je nachdem das obere oder untere Zeichen gilt,
E == 1 - oe = a oder E = - f-' = 1 +'d.
folglich in beiden Fällen
(E + r.t - l)(E + a) = 0,
also
mithin ist
oe a= ce (2 E + ce - 1) = E - E2 ;
-Pr == E!-E + 1 == (E + (»(s + ()i)~
und da ß positiv angenommen werden darf, 80 ergibt sich hieraus
zufolge der Theorie der aus Q gebildeten ganzen komplexen Zahlen,
daß man
E + Q === (a-' + Ir Q9)(r'+ 6' I}); ?' = - (y' + .,' (» (r' + ~' (J2),
ß == (rI.' + {j' ())(tl + {j' ()2); E + (}I = (~' + fJ' (J)(Y' +~' ()2)
setzen kann, wo a.', {J', ,,', 4' vier ganze rationale Zahlen bedeuten,
welche offenbar der Bedingung a'~' - p' y' = 1 genügen müssen; die
gansen komplexen Zahlene' + Ir(', y' +d' (I sind relative Primzahlen,
und man erhält , .s'
_E+9_ -1 _,,+u~
t: - -fJ- - E + ~s - a.' + f)' (} ,
d. h.. T ist äquivalent mit (), und folglich ist 'IJ = o. Nimmt man
nun Z. B. 'Z' = (/, 80 ist E == 0, J3 = 1, also entweder
a == 1, P= 1, ,,= - 1, a = 0,
oder
a == 0, f3 = 1, l' == - 1, a= - 1, "
und in der Tat geht, wenn v aus einem Werte mit .positiver Ordinate




der erste in den zweiten, dieser in den dritten, und dieser wieder
in den ersten über. (Macht tJ denselben Umlauf aus einem Warte
mit negativer Ordinate, so gehen die drei Zweige
-1 -CDo
-;:-, -1 +GJo, 1 + t
"'0 -.0
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welche ebenfalls den Eckpunkt Q gemeinschaftlich haben, zyklisch




endlich und von Null verschieden bleibt. Ähnlich verhält es. sich
für alle anderen mit (} äquivalenten Werle t".
(Hl) (u + d)2 == 4.
In diesem und nur in diesem Falle wird 'E' rational, also ein
Repräsentant der Begrenzung R, und folglich wird v = 00. Setzt
man (was erlaubt ist) (X + 6 = + 2, und
1-(.( -1' mT=--=--=-fJ I-a n'
wo m, 11, relative Primzahlen, so ergibt sich
u==l+gmn, ß===-gn9, y=+gm2, 4=1-gmn,
wo g eine willkürliche ganze Zahl bedeutet. Nimmt man z. B.
m = 1, 11, == 0, also 't' = 00, so erkennt man leicht, daß jeder der
unendlich vielen Zweige (g + 6)0) durch einen positiven Umlauf von t~
um v = 00 in den folgenden Zweig (g+ 1 + 0)0) übergeht. Für
. unendlich große Warte von m ist daher die unendlich kleine Größe
tI == lw
eine einändrige Funktion von v, und da umgekehrt t' überall eine
einwertige Funktion von 1OJ ist, 80 bleibt für Li) === 00 das Produkt
v lCIJ
endlich und, von Null verschieden, und zugleich wird
1 av dlogv - 2 ..
11 dm = ([;;- - - ",.
Hieraus läßt sich leicht das Verhalten von v für alle anderen




Bedeuten u, v zwei beliebige voneinander abhängige Variable,
80 wollen wir zur Abkürzung den Differentialausdrnck dritter Ordnung
- 4 tl d, 1(d;




(4) W = A + Bü
ist, 'Wo A, B, 0, D Konstanten bedeuten, 80 ist
(5) [u, w] = [1.0, u] = 0,
und folglich, was auch 1.' sein mag,
(6) [v, u] = [v, w);
und umgekehrt, wenn [11" w] = 0 ist, so sind u, w kollinear, d. h,
die Gleichung (4) ist das allgemeine Integral der Differential-
gleichung (5).
Diese allgemeinen Sätze wenden wir auf folgendes Beispiel an.
Es sei wieder 11 = val (m), 80 ist offenbar
[v, m] = I(CiJ)
eine einwertige Funktion Ton 10, da sie auf rationale Weise aUB den
Derivierten erster, zweiter und dritter Ordnung von t1 in bezug auf lD
gebildet ist; wir wollen nun beweisen, daß sie auch eine einwertige
Funktion von 17 ist. In der Tat, setzt man ", = val (m}), wo GJ1
eine neue Variable bedeutet, 80 ist 1(01) = ["1' GJt ] ; Und wenn 101
mit CD durch die Gleichung
,,+«161
Gl ----I-tX+fJlD
verbunden wird, wo "' (J, f, ß ganze Zahlen bedeuten, welche der
Bedingung ud - fJ" = 1 genügen, so ist vt = 'V, also !(m t ) = [v, CiJJ;
da außerdem G), CD1 kollinear sind, 80 folgt aus (6), daß [e, CD] = [v, coJ,
also f (GJ) = I (CDt ) ist; mithin entspricht jedem Werte 11 nur ein
einziger Wert /(GJ). Wir können daher
(7) [v, 10] = F{v)
setzen, wo F (t7) eine einwertige Funktion von t7 bedeutet. Aus ihrer
Bildung geht hervor, daß sie für alle Werte t7, mit Ausnahme TOD
1, 0, 00 endlich bleibt, und da für diese Werte Ton t1, denen men
setzen; man. findet leicht, daß derselbe die beiden Eigenschaften
(2) [u, v] = - (v, u] (::y,
(3) [v, u]dvl +[w, v]dw' + [u, w]duSB = 0
besitzt, wo webenfalls eine beliebige Funktion von 11" also auch von v
bedeutet. Sind ferner 11, w kollineare Variable, womit ausgedrückt
sein Boll, daß
- 189 -
die Werte i, (I, 00 von m entsprechen lassen darf, respektive das
Produkt dv dv d »(1-v)-1/2-, V- 2/3 _ v- 1 - .
dm dm' dm
endlich und von Null verschieden bleibt, so ergibt sich, daß ent-
sprechend (l-v)IF(v) = j, v2 F (v) =~, vSF(v) = 1
wird; da folglich die einwertige Funktion ?P (1 - tJ)2F (v) für alle
endlichen Werte von v endlich bleibt und für 'V = 00 unendlich groß
von zweiter Ordnung wird, so ist sie eine ganze Funktion zweiten
Grades, deren Koeffizienten aus den vorstehenden drei Gleichungen
sich unmittelbar ergeben; auf diese Weise findet man
{
F ( ) = 36 vi - 41 '11+ 32
(8) '11 36 vi (1 - '11)1
8 23 3 23
== 9v! + 36v + 4(i-v)" + 36(1-v)·
Die Funktion v = val(GJ) ist daher eine Lösung v' der Differential-
gleichung dritter Ordnung
(9) [v' (1)] = F (e');
um ihr allgemeines Integral v' zu finden, setze man v' == val (01'), wo (jJ'
eine neue Variable bedeutet; dann ist [v', m']= F (e'), also [v', m']= [v', m],
woraus mit Rücksicht auf (2) und (3) folgt, daß [G), m'] == 0, also
(10) , - 0+ Dm v' _ al (0 + Dm)m- A + B co' -v A+Bm
ist, wo A, B, 0, D willkürliche Konstanten bedeuten. Zugleich
ergibt sich aus (3), daß das System der beiden Gleichungen
, (0 + Dm)(11) 11 = val(m), 11 = val\A + BrD
das allgemeine Integral der Differentialgleichung dritter Ordnung
(12) [v, v1 d vl == F(v)dv-F(fl)dvi S
bildet (rgl, Fund. nova §§ 32, 33).
§ 6.
Die elliptischen ModalfuDktionen. _
Aus der Bildung des Ausdrucks [", CD] geht herror, daß V~:
einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung in bezug auf t1
genügt; allein es ist offenbar zweckmäßiger, die Größe




einzuführen, welche für alle Warte von co innerhalb S endlich und
von Null verschieden bleibt, während sie in der Begrenzung R stets
unendlich klein wird; mithin ist logw und jede Potenz von w, sobald
ihr Wert an einer Stelle des einfach zusammenhängenden Gebietes 8
gegeben ist, eine völlig bestimmte, durchaus einwertige Funktion von w.
Aus der obigen Differentialgleichung dritter Ordnung (7) in § 5 folgt
nun, daß tD der hypergeometrischen Differentialgleichung
. )rPtD I 7 )dw 1 0(2) v(l-v dv' +(s-ä v dv -TTIw =
genügt, deren allgemeines Integral (C07f,8t + const m) w in der Form.
CfI1&8t. F (t1i ' 111' t, v) +Cfm8t·E (111' }11, j, 1 - v)
enthalten ist, wo F die Reihe von Gauß bedeutet. Dasselbe hätte
man auch durch direkte Untersuchung der Größe wals einer
Riemannschen P-Funktion erhalten, und noch einfacher würde man,
wie mein Freund Heinrich Weber in Königsberg mir vor einem
Jahre mitgeteilt hat, durch die Betrachtungen zum Ziele gelangen
können, welche den Gegenstand der Abhandlung XXV in Riemanns
Werken bilden. Endlich bemerke ich, daß das in § 3 behandelte
Abbildungsproblem sich auch durch die Untersuchungen von Weier-
strass und Schwarz erledigen läßt.
- Von besonderem Interesse ist nun die Quadratwurzel der Größe w,
und ich will dieselbe durch
(3) 11 (CD) = ecJ1l,8t v-1f. (1 _ V)_I/e (clV)l(•
. dm
bezeichnen; sie ist, wie schon bemerkt, eine einwertige Funktion von CD,
welche für alle Werte von m innerhalb 8 endlich und von Null ver-
schieden bleibt; für GJ = 00 wird sie unendlich klein wie tri/I',
also wie 1./14; ich wähle die Konstante so, daß für CD = 00 das
Produkt
QJ
(4) . l- U l1 (GJ) = 1
wird, und hierdurch ist 'I (co) für das ganze Gebiet 8 vollständig
bestimmt. Bedeuten «, {J, 1', a wieder vier ganze Zahlen, welche
der Bedingung r.c a- fJ" = 1 genügen, 80 folgt aus·
(~+ am) ,
val\,; + IJra = val(ra)
(7 + 8tD)
'l\; + {JlD = c(<< + (Je)1/1 '1(-),
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WO C2' = 1 ist; speziell ergibt sich leicht
(6) 71 (1 + m) = 11/2. 71 (m); 71 ( m1) = 1-1/s m1/271 (m),
wo 6)1/2 == 11/8 wird, wenn (i) === 11/4 = i ist. Die Funktion ist durch
die genannten Eigenschaften vollständig bestimmt; denn wenn f (m)
ebenso beschaffen ist, so ist der Quotient I (m) : '1(m) zufolge (6) eine
einwertige Funktion von v = val (m), welche für alle endlichen Werte
von v endlich bleibt und zufolge (4) für v = 00 den Wert Eins an-
nimmt, und folglich eonst = 1 ist.
Um nun den Zusammenhang zwischen dieser Funktion 'fJ ((0) und
dem Modul der elliptischen Integrale oder dessen Quadrat 1c herzu-
stellen, betrachte ich die der Transformation zweiter Ordnung ent-
sprechenden Funktionen
(7) 711 (m) = 71 (2 m); 1/2 (m) . 71 (;); 718 (0) = 'I C1m).
welche folgende Eigenschaften besitzen.. Aus (6) folgt
"I1(l + m) = 11/12 111(m) ; '11( ( 1) = 1-1/s ( ; f \ .a (m),
712(1 +m) = '13(m) '12( }-) = 1-1(s(2m)l/21J1(m),
718(1 + m) = 11/U 1J2(m); 7J3( }) = 1-1/sm1/27}s(G»,
und für Ci) = oe folgt aus (4)
m w W
1- 12 111 (m) == 1; 1- i8 '11 (CD) = 1; 1- 'i811a(co) = 11/' 8.
Hieraus ergibt sich, daß die Funktion




/(1 + 0) =/(m), / w) = /(w)
besitzt und folglich eine einwertige Funktion von v = val (0) ist,
weil alle Substitutionen (<<, fJ) sich aus den beiden SubstitntionenG'~)\" & ,
und ( 0, 1) zusammensetzen lassen; sie bleibt vermöge ihrer Definition
-1,0
endlich für alle endlichen Werte f) und wird = 11/.&8 für Ci) = 00,
v = QO, folglich ist sie eine Konstante. Es ist daher
(8) '11 (CD) 'lt (CD) '1a{m) = 11/, . '1 (CO)3,
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2' 1/1 (m)S + 7J1 (m)8 + 11/3118 (m)8 = o,
Führt man nun die folgenden Bezeichnungen ein (welche mit
denen von Hermite übereinstimmen)
- "1 (0) • 8
cp(m) == 11J,sV2_-1- == Y; = Vk
"ls(m) ,
1SI(m) = 11/.. "1I(m) = \Q = f1J(-1),
"l8 (61) , Ci)
%(m) = P/u V2. 'l(m)
7/3 (m)'
80 fo~t aus (9)
(11) tp (m8)+ 1/J(m)8 == 1, Xl + x''J = 1
und aus (8)
(12) fJJ(m)1j1(m) = Z(co}3;
außerdem kann man die Größen K, K' durch die Gleichungen
(13) 1/2K = l- 1/u "1,(m)l K'i = Km
. y 1C 11 (0) ,
definieren,
Für die Funktion Je = Xl = rp (GJ)8 ergeben sich nun aus dem
Obigen die Eigenschaften 8
(14) cp (1 + m'f = - 2. "11 (m)a = _k_
'11 (CD) k - 1
m(-l)B _ 11/. "l,(0))8 _ '1 _ 1 J..
T GJ - 7Js(aif -" - - At,
und außerdem ist
und ein ähnlicher Satz gilt für Transformationen von beliebiger
Ordnung. Ebenso ergibt sich, daß die Funktion
/ ( )
_ 2·1]1 (6))8 + '11 (0))8 + 11 /3 '13 (CD)8
1 m - 'TJ (m)8
die Eigenschaften .
'1(1 + m) = 1113 /1(m), 11( (1) = '1(m)
besitzt, woraus folgt, daß ·/1 (0)3 eine einwertige Funktion von
v == val(m) ist, welche für jeden endlichen WeIt von v endlich ist;
für (i) == 00, v = 00 wird ferner /1 (01) lUJ/6 = 0, also auch
I, (m)8 v-1/2 = 0; also kann /1 (m)3 nicht einmal von der Ordnung 'll/2
unendlich groß werden, und folglich ist /1 (CO)3, also auch /1 (m) eine
Konstante, und zwar = 0, wie sich aus / 1 (1 + co) = 11/a / 1 (fiJ) ergibt.
Es ist daher
(9)
(1+ (J) (-1)1Js(f}) = "1 -2- == 7} ~ ,
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Hieraus folgt, daß die Funktion
_ (k + Q)3(k+ Q2)3
II(w) - kiel _ k)2
die Eigenschaften
11(1 + w) = t. (o), f2( 0/) = II(w)
besitzt, mithin eine einwertige Funktion von v = val(m) ist; sie kann
nur dann unendlich werden, wenn k = 0, 1, 00 wird; da aber 1c
und (1 - k) Quotienten von 1J·Funktionen sind, 80 kann dies nur
dann geschehen, wenn v === oe wird, also z. B. für CD == 00; in diesem
Fall wird aber k zufolge (16) unendlich klein wie lOJ/2, also wie v-1/Z,
und folglich li(G)) unendlich groß wie V; mithin ist 12 (co) eine ganze
Funktion ersten Grades von v, also
(k + f})3 (k + I}t)3
ki(l-k)" = av+b.
Um die Konstante b zu bestimmen, setze man G) = ~, also v = 0;
da nun
und folglich
"13 (rJ)8 = 'I (-2 : Y= (2 (J)~ 11 (2 (J)8 = (2 (J)'n. «(J)~
ist, so ergibt sich für k der Wert
(17) . fJJ «(J)8 = 1'1. 2~ "11 «(f?): = - rJ,
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und folglich ist b = o. Um a zu bestimmen, setze man fD = i,
also v = 1; dann ergibt sich für k der Wert
(18) 1fJ(....f=IfJ(/y=l-fJJ(l)8 .i,
woraus (J = 1.,7 folgt. Auf diese Weise erhalten wir das Resultat
(19) al() , (k + (J)I (lc + ,,1)1V = V Ci) = i7 kI(l -lc)l ·
In dieser Form erscheint die Funktion v an mehreren Stellen der
berühmten Abhandlung von Hermite über die Theorie der Modular ...
gleichungen; ich bemerke zugleich, daß auch Gauß (Werke m, S.386) .
die Absicht gehabt hat, eine solche Funktion einz:o:fü.hren.
Man kann, in ähnlicher Weise, wie dies oben für fJ (GJ) ge-
schehen ist, beweisen, daß die Funktion Tc = cp «(/11 durch die an·
~ Dedeldnd, GelalllJD.elteWeTke, I. 18
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gegebenen Eigenschaften vollständig bestimmt ist; die Prinzipien, auf
welche sich der Nachweis der Existenz der Funktion v gestützt hat,
führen auch ebenso leicht zur unmittelbaren Bestimmung der
Funktion kj dieselbe erfordert, wie aus der Kombination von (14)
und (15) hervorgeht, zn ihrer vollen Ausbreitung im Gebiete 8 sechs
ganze oder zwölf halbe Felder (0)), welche letzteren so gewählt
werden können, daß sie symmetrisch zn beiden Seiten der rein
imaginären m liegen. Man erhält auf diese Weise die Differential-
gleichung dritter Ordnung
(20) [k CD] == (k + (') (k + ll')
, lc'(l- k)2 ,
und ebenso, wie wir oben zu einer linearen Differentialgleichung
zweiter Ordnung für tD == eonet- 11 (co)'J gelangt sind, ergibt sich hier,
wenn man
dk -4
(21) dm = tri lc(l- k)KJ
setzt, die bekannte lineare Differentialgleichung
(22) ddk(k(l-k)::) = ~K,
welche den Ausgangspunkt der Abhandlung von Fuchs bildet.
Natürlich würde man dieselben Resultate auch aus dem Zusammen-
hang zwischen Tc und v finden, welcher in (19) ausgedrückt ist.
Da 1c durch die obigen Eigenschaften als Funktion von m voll...




wirklich dieselben Eigenschaften besitzt, 80 ergibt sich aUB dieser
Identität beider Funktionen leicht, daß
(
4} (o, m) = 'l~~:r; 4}~(O,m)= 2:lt'l(m1,
(28)
A. (0 ) - 2 7/1 (mY' • ) _ -.1-"I,(m'f
VJ ,m - -(-), &.(0, GJ - 1 '.--,~d~~~ 'Im '1~
(24) '(GJ) = I-j2'n(I-1··) = ql I12I1(1 _ qt p)
ist, wo I' alle positiven ganzen Zahlen durchläuft und
(25) IJ = 1-/1
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gesetzt ist. Allein es ist mir bisher nicht geglückt, diese Dars tellnng
von '1(CD) als explizite Funktion von Ci) lediglich aus ihrer obigen
Definition, also ohne die Hilfe der Theorie der &-Funktionen abzn-
leiten.
Die eingehende Beschäftigung mit dieser Funktion "1 (6), zn
welcher mich zuerst die Untersuchung über die Anzahl der Ideal...
klassen in kubischen Körpern veranlaßt hatte, ist mir später von
großem Nutzen bei der Bearbeitung des zweiten Fragmentes XXVII
aus dem Nachlasse von Riemann gewesen. Die Zahlen (m, n), auf
welche ich durch das Studium desselben geführt bin, besitzen in der
Tat sehr interessante Eigenschaften; ist z. B. n eine positive un-
gerade Zahl, und m relative Primzahl zn n, 80 ist
(~) = n t 1 - (m, n) (mod. 4),
wo (~) das Zeichen von Legendre und Jacobi aus der Theorie
der quadratischen Reste bedeutet; ist m ebenfalls positiv und un-
gerade, so ergibt sich hieraus unter Zuziehung des Satzes
2m(m,n)+2n(n,m)= 1+ml+ni-3mn
sofort der verallgemeinerte Reziprozitätssatz in der Form
(:)+(:)= 2(I+ m 2 I.n 2 1) (mod.4).
Ich erlaube mir hier auf eine Stelle der Abhandlung von Fuchs
aufmerksam zu. machen, in welche, wie mir scheint, sich ein Irrtum
eingeschlichen hat. Sind m, n relative Primzahlen, und nähert sich
CD = z + y i dem rationalen Werte m so an, daß z konstant = ~
11 n
bleibt, und 11 positiv unendlich klein wird, 80 nähert sich k, wie
aus dem Fragment von Riemann oder auch aus der obigen Theorie
folgt, dem Werte
k = 00, wenn m =1, n =1 (mod. 2),
k = 1, " m = 0, 11,=1 "
k = 0, " m == 1, n =0 "
ist; wenn dagegen CD = Z + 1/1 sich auf dieselbe Weise einem
irrationalen reellen Wert :r: nähert, 80 ergibt sich aus der obigen
Theorie (TgL den Schluß von § 2~ daß i sich keinem bestimmten
Werle nähert, sondem unaufhörliche Schwankungen erleidet. Dies
steht im Widerspruch mit dem Satze n auf S. 27 der gensnnten
18·
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Abhandlung, in welchem behauptet wird, daß die Größe u (== k- 1
nach meiner Bezeichnung) sich immer einem der beiden Werte Null
oder Eins annähern müsse, und mir scheint, als sei der Beweis dieser
Behauptung gerechten Bedenken unterworfen, namentlich in dem
Teile, welcher auf die Worte "OU n'y parvint pas" (8. 26) folgt.
Doch ist diese Abweichung von keiner wesentlichen Bedeutung für
den Hauptgegenstand der sehr interessanten Abhandlung.
§ 7.
Transformation.
Ich will nun noch zum Schluß die Theorie der algebraischen
Gleichungen zwischen Valenzen begründen, welche den Modular-
gleichungen in der Theorie der Transformation der elliptischen oder
.ßo-Funktionen entsprechen. Es sei wieder v = val (m), und
(O+DrD)v" = val ,.LI. + B0. '
wo ...4, B, 0, D vier beliebige ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen
Teiler und von positiver Determinante
AD-BO = n
bedeuten. Die Anzahl aller möglichen solchen Funktionen VA' welche
einer gegebenen positiven ganzen Zahl n entsprechen, ist endlich
und leicht zu bestimmen. Es sei nämlich, wenn A, B, 0, D gegeben




'B = a{J, D = aJ,
der Bedingung
n = ad, wo a = Ä"-O~;
nun kann man, da {J, d relative Primzahlen sind, die beiden ganzen
Zahlen «, " stets und nur auf eine einzige Art 80 bestimmen, daß




( A,~ _ c fJ) (a, 0)0, D) - f, ac, a '
_ al~+DfD) _ &1(c. +ds)t1" - T B - 't --- .+ co a'
::s~ ep (e) == 1P (11,),
e
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und da A, B, 0, D keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, so gilt
dasselbe auch von den drei Zahlen a, c, a. Um daher für eine
gegebene Zahl 1t alle möglichen Funktionen Vn zu erhalten, braucht
man nur a alle positiven Divisoren von n durchlaufen zu lassen; für
jeden solchen Divisor a bestimmt sich a durch die Gleichung aa == n;
ist nun e der größte gemeinschaftliche Teiler von a und a, so darf,
wenn q>(e) die Anzahl derjenigen Zahlen 0, 1, 2, ... (e - 1) bedeutet,
welche relative Primzahlen zn e sind, die Zahl c alle diejenigen
a fJ (e) Zahlen durchlaufen, welche relative Primzahlen zn e sind und
e
zugleich der Bedingung 0 < e < a genügen. Es läßt sich ferner
leicht zeigen, daß je zwei verschiedenen Systemen von drei solchen
Zahlen a, C, a auch zwei nichtidentische Funktionen
_ a1(c+am)Vn - v ---
a
entsprechen, und folglich ist die Anzahl aller wirklich verschiedenen
Funktionen Vn gleich
wo a alle Divisoren von n durchläuft, und e jedesmal die oben an-
gegebene Bedeutung hat. Aus dieser Form folgt sofort, wenn n, n'
relative Primzahlen sind, der Satz
1/1 (n n') = 1/J (n) tjJ(n');
der Fall einer Primzahlpotenz ist leicht zn erledigen, und hieraus
ergibt sich allgemein
1/J(n) = nn(l + ~).
wo p alle verschiedenen in n aufgehenden Primzahlen durchläuft.
Setzt man zur Abkürmng 1/J (11,) = 2', und bezeichnet mit
/1 «(JJ), I.(CD), 4o4o4o , I, «(j)) ~
die sämtlichen verschiedenen in der Form
val~t~:)
enthaltenen Funktionen "fI' 80 sind, wenn LX, fJ, r, a vier bestimmte
ganze Zahlen bedeuten, welche der Bedingung IX8 - fJ r = 1 genügen,
auch die 11 Funktionen
("+ cl Gi) ("+ tl CD) (" + sCD)11 I.C + jJli)' 1J I.C + jJ(JJ' • • •• I. ,I.C + jJ(JJ
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voneinander verschieden; da ferner jedes System von vier ganzen
Zahlen A, B, 0, D ohne gemeinschaftlichen Teiler, welche die
Bedingung A D - B 0 ==n befriedigen, durch die Zusammensetzung
(A, B) ('" ß) = (A:, B:)0, D f, b 0, D
also
II(d - v,,)
eine einwertige Funktion von 01, welche ungeändert bleibt, wenn (0
durch eine beliebige äquivalente Größe
y+tJm
r.t+,i6J
ersetzt wird, und folglich kann man
11«(J -11',,) = Fn(tl, v)
setzen, wo F,,(d, v) eine ganze Funktion "teu Grades von f1 bedeutet,
deren Koeffizienten einwertige Funktionen von v = val (CD) sind.
Ist v endlich, 80 gehört GJ dem Innem des Gebietes S an, und
folglich ist jeder der 11 Werte 171&, also auch Ff&(d, v) endlich. Wird
aber v == 00, so darf man annehmen, daß auch m = 00 wird; da
nun in diesem Falle -
It»val(m) = m,
If ... val(C +aOGl) = m.l-~
wird, wo m endlich und Ton Null verschieden ist [nämlich = 2-63- 3,
wie sich aus (16) und (19) in § 6 ergibt], 80 folgt, daß F,,(tJ, v)
gleichzeitig mit v unendlich groß wird, und zwar von der Ordnung
~d a ~a a~ iJ·e9'(e) = ~ecp(e) = ~-,,(e) = v;
mithin ist e
Fft(6, v) = tf' + VJ .,.-1 +V,tf'-t +... + V.,
auch eine ganze Funktion l1ten Grades von v, und es ist z. B.
- Vt = ~v" = _1_",,+ _..mft - t
wieder ein System von vier. ganzen Zahlen A', B', 0', D' liefert,
welche keinen gemeinschaftlichen Teiler haben und der Bedingung
A' D' - B' 0' = n genügen, 80 ist jede dieser Funktionen identisch
mit einer der v Funktionen v,u und folglich ist ihr Komplex identisch
mit dem der Funktionen Vn• Bedeutet daher (J eine willkürliche,
von m unabhängige Größe, so ist das über alle v Funktionen Vn aus-
gedehnte Produkt
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eine ganze Funktion nwn Grades von v. Die v Funktionen v" sind
daher algebraische Funktionen von v, nämlich die Wurzeln der
Gleichung
d' = ad,
80 kann me,n y so wählen, daß die Zahl
r' = cJ" -cß
Fn(v,u 11) = o.
Diese Valenzgleichung ist irreduktibeL Genügt nämlich die
Funktion 1J~, val(nm) einer Gleichung von der Form
G(v~, e) = 0,
wo G(ff, v) eine ganze rationale Funktion der beiden Größen d, v
bedeutet, so ist identisch
G(val(nco}, val (m» = 0,
folglich' auch, wenn die vier ganzen Zahlen «, fj, f, 4 der Bedingung
(X J - fJ" = 1 genügen,
G(val(n~ t ;=lD), v31(m») = 0;
läßt sich nun zeigen, wie gleich geschehen soll, daß die Funktion
1( n " + n tl CD)va u + {JGJ
durch geeignete Wahl der vier Zahlen ce, (J, ", 8 zur Übereinstimmung
mit jeder der v Funktionen
v" = val(C+aOlD)
gebracht werden kann, so genügt jede Funktion Vn der Gleichung
G(vf U v) = 0, mithin ist G(tl, v) teilbar durch Fn(tl, v), woraus die
Irreduktibilität dieser letzteren Funktion folgt. Es ist also nur noch
zu beweisen, daß, wenn drei Zahlen G, C, a ohne gemeinschaftlichen
Teiler gegeben sind, welche der Bedingung a a= 11- genügen, man
immer acht ganze Zahlen IX, {J, y, ß, t/-', {J', f', ß' so wählen kann,
daß "' - ~" = (I,' 6' - fJ' r' = 1 und
(1, 0)("' {J) c fJ')'e0\0, n 1, ß = f', d' c, d)
wird. Die allgemeinste Art, solche Zahlen zu finden, ist die folgende
(vgl. die zn Anfang dieses Paragraphen ausgeführte Reduktion).





relative Primzahl zu a' wird; denn wie man auch i' wählen mag, 80
ist j" jedenfalls unteilbar durch diejenigen Primzahlen, welche gleich-
zeitig in a und in d, also in e aufgehen, "Teil a, C, a keinen gemein-
schaftlichen Teiler haben, und weil a relative Primzahl zu a ist;
bezeichnet man ferner mit p das Produkt aller übrigen in a auf-
gehenden Primzahlen (oder die Einheit, falls keine solche vorhanden
sind), 80 ist a relative Primzahl zu p, also auch zu p J, und folglich
durchläuft l' gleichzeitig mit 'i' ein vollständiges Restsystem (mod. pd);
mithin gibt es unendlich viele Werte von 1', für welche J" relative
Primzahl zu p6 und folglich auch zn a' = a ~ wird. Nachdem d, r
80 gewählt sind, daß a', ,,' relative Primzahlen werden, wähle man
eine beliebige Lösung a', fJ' der Gleichung
a,' 6' - {j' y' = 1,
80 wird
a.d - fJ y = (a a' +c ß')a- aß' r = a' a' - fJ' y' = 1,
und die gefundenen acht Zahlen erfüllen die obigen Forderungen
weil
ist.
Die Funktion F,,(cs, 11) ist symmetrisch in bezug auf d und 17,
wenn n > 1 ist. Denn aus der Identität
FR(val(nm), val(m) = 0
folgt, wenn man CD durch m ersetzt, die Gleichung
11,
F,,(v, val (:)) = 0,
und da val (:) e~e der" Funktionen v" ist, 80 ergibt sich RUS der
eben bewiesenen Irreduktibilität, daß F ft (v, fJ) durch FD (c1, v) teilbar
und folglich = +F,,(cs, e) sein muß; da aber im Falle des unteren
Zeichens die irreduktible Funktion F.(cJ, e) den Faktor (fI - v) ent-
halten würde, so muß, wenn 11,> 1 ist, das obere Zeichen gelten.
Da die sämtlichen Funktionen v" nur spezielle Fälle der in der
Gleichung (11) des § 5 mit v' bezeichneten Funktion bilden, 80 besitzt
die dortige Differentialgleichung (12) unendlich viele .pariik:nliire
Lösungen v' = ,,_, welche algebraische Funktionen von t1 Bind. Es
Frlcke.
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läßt sich auch zeigen, daß sie keine anderen algebraischen Lösungen
besitzen kann, und hieraus kann man, 'wie ich glaube, den Satz ab-
leiten, daß alle Koeffizienten der Funktion Fn(tJ"v) rationale Zahlen
sind. Ich bemerke schließlich,' daß man durch die Untersuchung
der ganzen Funktion Fn(v, v) oder auch der Diskriminante der
Funktion F'I(6, v) zur Theorie der singulären Moduln geführt wird,
für welche die komplexe Multiplikation der elliptischen Funktionen
stattfindet; eine nähere Ausführung dieser Untersuchung,' in welcher
die Komposition der quadratischen Formen eine wesentliche Rolle
spielt, muß ich mir aber für eine andere Gelegenheit versparen.
Brannschweig, den 12. Juni 1877.
Erläuterungen zur vorstehenden Abhandlung.
Es war zur Zeit der Entstehung dieser Abhandlung noch unbekannt, daß die
hier von Dedekind beschriebene, später in der Theorie der Modulfunktionen so
wichtig gewordene Dreiecksteilung der m-Halbebene bereits weit früher aufgefunden
worden war. Schon Gauß hat das Dreiecksnetz gekannt und benutzt, worüber
man Bd. 8 seiner Werke, 8.102-105 vergleiche. Dasselbe gilt von Riemann, der
in einer VorleSllBg über die hypergeometrische Reihe im Wintersemester 1858/59
das Dreiecksnetz behandelt und zur Beschreibung der Abhängigkeit des Leg end r e -
Jae obisehen Integralmoduls k'J vom Periodenverhältnis lJ} benutzt. Die Vor-
lesung ist s. Zt. durch v. Be s ol d nachgeschrieben; diese Nachschrift ist erst
1897 bekannt geworden und in den von M. Noether und W. Wirtinger heraus-
gegebenen "Nachträgen zu Bernhard Riemanns gesammelten mathematischen
Werken" (Leipzig, 1902) allgemein zugänglich gemacht. Noch ehe die Abhand-
lung Dedekinds erschien, war F. Klein an die Theorie der elliptischen Modul..
funktionen herangeführt. Seine erste ausführlichere Abhandlung über Kodulfunk·
tionen "frber die Transformation der elliptischen Funktionen und die Aufiösong
der Gleichungen fünften Grades" (datiert Anfang Mai 1878) ist mit De dekinds
Arbeit eng verwandt. Klein hat sieh über die Entstehung seiner Arbeiten über
}{oduHunktionen selbst ausführlich ausgesprochen in Band 3 seiner "Gesammelten
mathematischen Abhandlungen", S. 8-9.
xv.
Über den Zusammenhang zwischen der Theorie
der Ideale und der Theorie der höheren Kongruenzen.
{Abhand1mgen der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen,
Bd. 23, S. 1-23 (1878).]
Die neuen Prinzipien, durch welche ich zu einer ausnahmelosen
und strengen Theorie der Ideale gelangt bin, habe ich zuerst vor
sieben Jahren in der zweiten Auflage der Vorlesungen über Zahlen-
theorie von Dirichlet (§§ 159-170) entwickelt und neuerdings
in dem Bulletin des sciences mathematiques et sstrono-
miques (t. XI, p. 278; t. I (2e serie), p.17, 69, 144, 207) ausführ-
licher und in etwas veränderter Form dargestellt. Mit demselben
Gegenstand hatte ich mich schon vorher, durch die große Entdeckung
Kummers angeregt, eine lange Reihe von Jahren hindurch be-
schäftigt, wobei ieh von einer ganz anderen Gro.ndlage, nämlich von
der Theorie der höheren Kongruenzen ausging; allein obgleich diese
Untersuchungen mich dem erstrebten Ziele sehr nahe brachten, so
konnte ich mich zn ihrer Veröffentlichung doch nicht entschließen,
weil die 80 entstandene Theorie hauptsächlich an zwei Unvollkommen·
heiten leidet. Die eine besteht darin, daß die Untersuchung eines
Gebietes von ganzen algebraischen Zahlen sich zunächst auf die Be..
trachtnng einer bestimmten Zahl und der ihr entsprechenden Glei-
chung gründet, welche als Kongruenz aufgefaßt wird, und daß die
so erhaltenen Definitionen der idealen ?Ahlen (oder vielmehr der
Teilbarkeit durch die idealen Zahlen) zufolge dieser bestimmt ge-
wählten Darstellungsform nicht von vornherein den Charakter der
Invarianz erkennen lassen, welcher in Wahrheit diesen Begriffen
zukommt; die zweite Unvollkommenheit dieser Begrii.ndungsart besteht
darin, daß bisweilen eigentümliche Ausnahmefiille auftreten, welche
eine besondere Behandlung verlangen. Meine neuere Theorie dagegen
gründet sich ausschließlich auf solche Begriffe, wie die des Körpers,
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der ganzen Zahl, des Ideals, zu deren Definition es gar keiner
bestimmten Darstellungsform der Zahlen bedarf, und wie hierdurch
der erstgenannte Mangel von selbst wegfällt, so bewährt sich die
Kraft dieser äußerst einfachen Begriffe auch darin, daß bei dem Be-
weise der allgemeinen Gesetze der Teilbarkeit eine Unterscheidung
mehrerer Fälle gar niemals mehr auftritt. Über den Zusammenhang
zwischen beiden Begründungssrten habe ich in den Göttingischen
gelehrten Anzeig~n vom 20. September 1871 (8. 14:88-1492)
einige Bemerkungen und Sätze ohne Beweis mitgeteilt, und nament-
lich habe ich daselbst den Grund aufgedeckt, auf welchem das Auf-
treten der erwähnten eigentümlichen Ausnahmefälle beruht. Seitdem
ist im Jahre 1874 eine Theorie der idealen Zahlen von Zolotareff
erschienen, welche in russischer Sprache abgefaßt und unter dem
Titel Theorie des nombres entiers complexes, avec une
application an calcul integral im Jahrbuch über die Fort-
schritte der Mathematik (Bd. 6, S.117) angezeigt und kurz be-
sprochen ist. Aus dieser Anzeige*) geht hervor, daß die Theorie
von Zolotareff sich ebenfalls auf die Theorie der höheren Kon-
grnenzen gründet, daß aber gerade die Behandlung der erwähnten
Ausnahmefälle vorläufig ausgeschlossen und einer späteren Darstellung
vorbehalten ist. Ich weiß nicht, ob diese in Aussicht gestellte Ver-
vollständigung seitdem veröffentlicht worden ist; da aber der Zu-
sammenhang zwischen den beiden Begründungsarten der allgemeinen
Idealtheorie an sich ein hinreichendes Interesse besitzt, 80 erlaube
ich mir, im folgenden die Beweise zu den in den Göttingischen
gelehrten Anzeigen mitgeteilten Bemerkungen nachzuliefern. Hier-
bei muß ich sowohl meine Theorie der Ideale, als auch die Theorie
der höheren Kongruenzen, von welcher ich früher in Borchardts
Journal (Bei 54, S. 1) eine gedrängte Darstellung gegeben habe, als
bekannt voraussetzen; der Küne halber werde ich diese Abhandlung
über die Kongruenzen mit C., die zweite Auflage der Zahlentheorie
VOD Dirichlet mit D., und die oben angeführte Abhandlung im
Bulletin des sciences mat he mat iques mit B. zitieren.
*) Nur auf diese kann ich mich hier berufen; swar habe ich das Original-
werk Dach mehreren vergeblichen Versuchen, es mir im Buchhandel S1l verschaffen,
kürslich durch die Güte des Herrn Prof. Wangeria geliehen erhalten, aber bei
meiner Unkeantnis der russischen Sprache habe ich su meiDem grolen Bedauem




Es sei ~ ein endlicher Körper vom Grade n, und 0 das Gebiet
aller in .Q, enthaltenen ganzen Zahlen, so gibt es immer eine aus 11,
voneinander unabhängigen ganzen Zahlen
[mt, COs ••• G)n]
aller Zahlen m von der Form
6J = 11,1 mt + ""26). + ... + hn"n,
CO t , tiJ1 ••• (On
bestehende Basis des Gebietes 0, d, h, das System 0 ist identisch mit
dem Inbegriffe
wo
s; 11,1 ••• An
willkürliche ganze rationale Zahlen bedeuten; die Diskriminante
d (611' 0)..... roß) = LI (tS!) == D,
welche von der Wahl der Basiszahlen CDt , 0)2 ••• Gln unabhängig ist,
heißt die Grundzahl oder die Diskriminante des Körpers ~ (D. §§ 159,
160, 162; B. §§ 18-18). ,
Ist nun (J eine bestimmte ganze Zahl des Körpers, 80 kann man
1 = C~CDl+C:aJl+ ••• +e:ro"
8 = c~ CD1 + C; CD,+ .... + c~ CO"
LJI' " +" + +"U = Cl CD! C2 GJ. .... CnCDn
(JR-l = C\"-l)mt +c~n-l)CDI+ ..... + dan-I) COn
setzen, wo die sämtlichen ",,1 Koeffizienten oder Koordinaten e ganze
rationale Zahlen bedeuten, und es ist
.d (1, 6, (JI ••• 8"-1) = Dir;',
wo
k = ~+c~c~ ..• c<:-n
eine ganze rationale Zahl ist; diese Zahl Te, deren absoluter Wert
von der Wab! der Ba.siszahlen GJt , CDJ ••• s,. unabhängig ist, soll im
folgenden der Kürze halber der Index der ganzen Zahl 8 genannt
werden. Ist k, wie wir immer voraussetzen werden, von 0 verschieden,
so sind die n Zahlen
1, (J, 8' ... 8- - 1 .
voneinander unabhängig (D. § 159; B. §§ 4, 15, 17) und 8 ist die
Wnrzel einer irreduktiblen Gleichung n teD Grades
F(8) = 0- + "18"-1 +CIs 8"-1 + ... +a. = 0,
deren Koeffizienten 1, GJ , G. .... a,.. ganze mtionaleZablen sind•.
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Bedeutet ferner cp (t) jede beliebige Funktion der Variabelen t,
- und ich bemerke ein für allemal, daß unter diesem Namen und
unter einem Zeichen von der Form rp (t)-: f (t) ..• in der gegenwärtigen
Abhandlung ausschließlich eine ganze Funktion von t verstanden
werden soll, deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen sind -, so
bildet der Inbegriff 0' aller Zahlen von der Form
(0' = ffJ (0)
eine sogenannte Ordnung (D. §§ 165, 166; .B. § 23); alle diese
Zahlen sind ganze Zahlen des Körpers .n und folglich auch in 0 ent-
halten. Offenbar ist es gestattet, nur solche Funktionen
rp(t) = Xo + Xl' + z.t' + ...+ %n_ttn-1
zu betrachten, deren Grad kleiner als n ist; denn wenn der Grad
einer Funktion "1 (t) gleich n oder größer ist, so liefert sie, durch
die Funktion
F(t) == tn +at,n-l +as tn - 2 + ... + an-I' + an
dividiert, einen Rest rp(t) von niedrigerem Grade als n, und gleich-
zeitig ist rpl (0) = cp (0); mit Benutzung einer schon oben gebrauchten
Bezeichnungsweise (B. § 3) kann man daher
0' == [1, (J, fJ'J •.• On-I]
setzen. Außerdem ergibt sich aus der Irreduktibilität der Gleichung
F (0) == 0, daß jede ZaW m' nur auf eine einzige Weise in dieser
letzteren Form rp (0) darstellbar ist; doch werden wir uns im folgen-
den durchaus nicht immer auf diese Darstellungsform der Zahlen 0'
beschränken, vielmehr auch Funktionen von beliebig hohem Grade
zulassen.
Die sämtlichen Primzahlen p - mit welchem Namen' stets
rationale, positive Primzahlen bezeichnet sein sollen - zerfallen nun,
nachdem einmal eine bestimmte Zahl (J gewählt und der Darstellung
zugrunde gelegt ist, in zwei verschiedene Arten; die erste ...~rt be-
steht aus den unendlich vielen Primzahlen, welche in dem Index Tc
der Zahl 8 nicht aufgehen; falls 1: = ± 1 ist, gehören alle Prim...
zahlen dieser ersten Art an, und 0' ist identisch mit D. Wenn aber
Ir;' > 1 ist, 80 gibt es eine endliche .Anzahl von Primzahlen der
, zweiten Art, nämlich solchen, welche in 1c aufgehen. Es wird sich
im folgenden Paragraphen zeigen, daß die Zerlegung der Primzahlen l'
der ersten Art, oder vielmehr die Zerlegung der ihnen entsprechenden
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Hauptideale 0 p*) in Produkte aus lauter Primidealen sich vollständig
zurückführen läßt auf die Zerlegung der Funktion F (t) in ein Produkt
aus lauter Primfnnktionen in bezug auf den Modul p (C. 6), während
dies für Primzahlen der zweiten Art nicht in gleich einfacher Weise
möglich ist. Dieser Untersuchung sind folgende Bemerkungen voraus-
zuschicken.
Es sei p eine bestimmte Primzahl der ersten Art, also k nicht
teilbar durch 'P. In diesem Falle ist eine in 0' enthaltene Zahl
m' = :1:0 + Xl 8 + XI 02 + ... + Zn-l ()n-l
nur dann durch p teilbar (also von der Form pm, wo (D eine ganze,
d. h. in 0 enthaltene Zahl bedeutet), wenn alle Koeffizienten 2:0 , Xl'
XI ••• %n-l durch p teilbar sind; denn setzt man
"'1 = e~ Xo + c~ Xl +c;'XI + ... + c<r-n %"-1
AI = cgxo+c~ZI +C~XI+ .•. +c~n-l)Xn_l
........................
80 ist
ai = Al °1 +h2 lDs + ... + k", mn ,
und wenn m' durch 'P teilbar sein soll, BO muß (znfolge der Bedeutung
von "1' 6)2 .". GJ,.) jede der Koordinaten Al' AI ••" 11,» durch p teilbar
sein; hieraus ergibt sieh aber weiter, daß die Produkte k zo, k:tu
k x. ". · k %"-1' und folglich auch die Koeffizienten :to' %1' x• . . . Xn-l
sämtlich durch p teilbar sein müssen, wie behauptet war. Denselben
Satz kann man offenbar auch 80 aussprechen: ist eine Zahl 11,' der
Ordnung 0' teilbar durch eine Primzahl p der ersten Art, 80 ist auch
der Quotient (J)'/p eine Zahl derselben Ordnung 0'. Umgekehrt, wenn
alle Koeffizienten %0' :t1 , 2:. ••• Z.-l durch p teilbar sind, so ist
selbstverständlich auch fiJ' durch p teilbar. Es sind daher zwei
Zahlen 9>1 (8) und CP. (8) der Ordnung 0' stets und nur dann einander
kongruent nach dem Modul p, d, h. ihre Differenz fJJl (8) - 9'.(8) ist
teilbar durch p, wenn je zwei entsprechende Koeffizienten der beiden
Funktionen 9'1 (t) und 9'. (t) einander nach 'P kongruent sind, d, b. in
der Bezeiehnungsweise der Theorie der höheren Kongrneuzen, wenn
9'1(t) =".(') (mod. p)
.) Diese Bezeicluum« der Hauptideale ist sweckmUipr &Ja diejeDige i (p).
welche ich früher (D. § 168) gebraueht habe.
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ist (e. 1~ Hierbei war aber vorausgesetzt, daß die Grade der
Funktionen 'PJ (t), 9'. (t) kleiner als n waren; ist dies nicht der Fall,
so erhält man durch Division mit F (t) eine Identität von. der Form
fPl (I) - flJs (t) = F (I)1P (I)+ tP1 (I),
wo "'I (t) von niedrigerem Grade als n ist, und hieraus CfJt (fJ) - qJ!A (fJ)
== ~1(8); soll nun
fJl (0) = 'Ps (0) (mod, p)
sein, so muß nach dem obigen .,pI (t) = p 1/1. (t), also
«PI (t) - fJJs (t) = F (I) 1P (') + p "'. (')
sein; das Stattfinden einer solchen Identität bezeichnet man aber in
der Theorie der höheren Kongruenzen durch
fPl(t) - 9'. (t) =F (') 1/1 (t) (mod. p)
oder noch kürzer (C, 7) durch
'Pt (t) ='Ps (I) (modd. p, F (t».
Umgekehrt leuchtet ein, daß aus dieser letzten Funktionenkongrnenz
auch wieder die Zahlenkongruenz
'PI(0) =fJJ. (0) (mod, p)
folgt; beide Kongrnenzen sind daher gleichbedeutend. Mithin gibt
es in 0' genau ebenso viele nach p inkongruente Zahlen cp (0), als
es inkongrnente Funktionen fJ> (t) in bezug auf den Doppelmodnl p,
F (t) gibt; da nun die Anzahl der letzteren = pn ist (C. 8), und da
die Anzahl (0, fJ p) == N (p) aller in 0 enthaltenen, nach p inkon-
gruenten Zahlen genau ebenso groß ist (B. § 18; D. § 162), 80 ergibt
sich das wichtige Resultat: jede Zahl co des Ge bietes D ist mit
einer Zahl 6'l= ,,(8) der Ordnung 0' kongruent nach dem
Modul p.
Zu derselben Folgerung gelangt man unmittelbar auch durch
folgende einfache Betrachtung. Aus den n Relationen zwischen den
Zahlen 1, 8, 8' .•• 8--1 einerseits und den Zahlen 6)1' 10, ••• CD.
andererseits geht hervor, daß die Produkte k 0)., efDs •.. k CD" und
folglich auch alle Produkte Ton der Form Tc ID, wo G) jede beliebige
Zahl in 0 bedeutet, in der Ordnung 0' enthalten sind; man kann
daher i fD = tp (8) setzen. Da nun k durch die Primzahl p nicht
teilbar ist, 80 kann man die ga.DJ2 rationale Zahl Z 80 wählen, daß
Je Z=1 (mod. p) wird, und hieraus folgt GI =leID=Z" (8) (mod.p);
also ist CD wirklich mit einer Zahl I fIJ (8) der Ordnung 0' kongruent
nach dem Modul p.
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Ganz anders verhält es sich dagegen, wenn p eine Primzahl der
zwei ten Art ist; da in diesem Falle die Determinante k durch 'P
teilbar ist, so kann man nach einem Satze, dessen sehr leichten Be-
weis ich hier wohl übergehen darf, n ganze rationale Zahlen %0'
Xl ••• Zn-t, die nicht alle durch p teilbar sind, so wählen, daß die
oben mit Al' h2 ••• 11,1& bezeichneten Summen sämtlich durch p teilbar
werden; dann ist die entsprechende Zahl
m' = Zo + Xl f) + Xi lff+ ... + Xn-l fjn-l
der Ordnung 0' wirklich teilbar durch p, obgleich ihre Koeffizienten
xo' Xl ••• X~-l nicht alle durch p teilbar sind. Hieraus folgt sofort,
daß die Anzahl (0', 0 p) der in 0' enthaltenen, nach p inkongruenten
Zahlen kleiner als pn ist, und folglich gibt es in 0 Zahlen 61, welche
mit keiner in 0' enthaltenen Zahl cp (fJ) nach p kongruent sind,
d. h. es gibt Zahlklassen (mod. p) in 0, für welche in 0' kein Re-
präsentant vorhanden ist. Die genaue Bestimmung der Anzahl (0', op)
ist für unseren Hauptzweck nicht erforderlich [*)].
§ 2.
In diesem Paragraphen machen wir durchweg die Voraussetznng,
daß p eine Primzahl der ersten Art ist, und wir wollen beweisen,
daß in diesem Falle die Theorie der höheren Kongrnenzen ein ein-
faches Mittel gibt, um das Bauptideal 0 p in seine Primfaktoren zn
zerlegen. Dies geschieht dadurch, daß die Funktion F (t), die wir
kürzer auch durch F bezeichnen werden, nach dem Modul p als
Produkt von lauter Primfunktionen P(') dargestellt wird (C. 6);
der bequemeren Ausdrucksweise halber wollen wir, was erlaubt ist,
jede Primfunktion P so wählen, daß ihr höchster Koeffizient = 1
ist, woraus folgt, daß zwei inkongruente Primfnnktionen auch immer
relative Primfunktionen sein werden (0. 5} Durch Vereinignng aller
einander kongruenten Faktoren. in eine Potenz erhält man
F =~1~:a ••• P: (mod. p)~
wo Pt, PI··· p. die sämtlichen inkongruenten, in F aufgehenden
Primiunktionen bedeuten.
[t) Schon bei Z 01 01; are f f (Helanges math. et astrolL du Bulletin de
I'academie, St. Peteraburg, Bd.5, 13./25.. September 1877) findet man den Satz, daß
die Aumahmeprimsahlen eben diejenigen sind, wofür eine dureh p teilbare' Zahl.'
in der OrdDunl 0' vorkommt t woriD. nicht alle Koeffisienten durch p teilbar stad.
Zolotareff seigt aber nicht, daS diese PrimsahleD eben die lDdeueiler siDd..]
".
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Ist nun P eine beliebige dieser m Primfunktionen, und IJ = P(8)'t
so entspricht derselben ein bestimmtes Ideal p, welches wir als den
größten gemeinschaftlichen Teiler der beiden Hauptideale 0 p und 0 (!
definieren. Um die Eigenschaften dieses Ideals l' festzustellen, be-
trachten wir zunächst alle diejenigen in der Ordnung 0' enthaltenen
Zahlen .,p (0), welche durch p teilbar (d. h. in l' enthalten) sind, und
wir wollen beweisen, daß die Zahlenkongrnenz
(1)' 1/1 (0) =0 (mod. p)
völlig gleichbedeutend ist mit der Funktionenkongroenz
(2) 1P (t) = 0 (modd. p, P).
In der Tat, da das Ideal l' zufolge seiner Definition (D. § 163; B. § 19)
der Inbegriff aller Zahlen von der Form
(la+p{J
ist, wo a, {j willkürliche Zahlen des Gebiets 0 bedeuten, und da
(nach § 1) jede Zahl « mit einer Zahl tp (0) der Ordnung 0' kongruent
ist nach dem Modul p, so folgt aus (1) eine Kongruenz von der Form
1/1 (0) = P(O) tp (0) (mod. p);
hieraus ergibt sich aber (nach § 1) die Funktionenkongruenz
tjJ (l) =P (t) cp (t) (modd. p, F),
also auch die Kongruenz (2), weil F durch P teilbar ist. Umgekehrt
folgt aus (2) unmittelbar, daß 1/J (0) von der Form P« + P 13, also
=0 (mod. p) sein muß, womit die obige Behauptung bewiesen ist.
Mit Hilfe dieses Resultats kann man leicht die Norm des
Ideals l', d. h. die Anzahl (0, lJ) = N (V) der in 0 enthaltenen, nach l'
inkongruenten Zahlen bestimmen. Sind nämlich "1' t; zwei beliebige
Zahlen in 0, so gibt es (nach § 1) in 0' zwei Zahlen 'PI (8), .", (8),
welche resp. den Zahlen «1' «I nach p kongruent sind, und da p
durch l' teilbar ist, so ist auch
(Xl ='Pt (0), a, =fP,(0) (mod. lJ);
die beiden Zahlen cet , a, sind daher stets und nur dann kongruent
in bezug auf p, wenn
tpl (f}) = 'PI (8) (mod. lJ)
ist; diese Kongruenz ist aber nach dem obigen gleichbedeutend mit
der Kongrnenz 9'1(1) =9',(1) (modd. p, P);
es gibt daher in 0 genau ebenso Tiele inkongruente Zahlen CI in bezo.g
auf lJ, als es inkongruente Funktionen" (t) in bezug auf den Doppel-




modul p, P gibt, und da die Anzahl der letzteren == pi ist, wo I
den Grad der Funktion P bedeutet (C., 8), 80 erhalten wir
N(~) = pi.
Ebenso leicht ergibt sich, daß 4l ein Primideal ist. Da nämlich
I > 1, also N (l') > 1 ist, so ist lJ jedenfalls von 0 verschieden, und
es braucht daher nur noch gezeigt zu werden, daß ~ kein zusammen-
gesetztes Ideal, d.. h. kein Produkt von der Form 01 4, ist, wo die
Ideale Q1' Os beide von tl verschieden sind (D. § 163; B. § 25, 4°).
Ein solches zusammengesetztes Ideal m = Ql Qi besitzt die charak-
teristische Eigenschaft, daß immer zwei durch m nicht teilbare
Zahlen ~, t; existieren, deren Produkt CC1 (l. durch m teilbar ist;
denn weil die Ideale 4), 4s beide von 0 verschieden sind, so kann
auch keines von ihnen durch ihr Produkt m = 4] QI teilbar sein, und
folglich gibt es eine durch Ql' aber nicht durch m teilbare Zahl "1'
und ebenso eine durch 4., aber nicht durch m teilbare Zahl "S, und
offenbar ist (,(1 1%2 teilbar durch m. Es wird daher l' gewiß ein Prim-
ideal sein, wenn wir beweisen können, daß ein Produkt "t"1 nur
dann durch l> teilbar ist, wenn wenigstens einer der Faktoren *"1' "t
durch ~ teilbar ist. Zu diesem Zweck setzen wir, wie oben,
fit ='PI(8), "s =v« (8) (mod. ~),
"t c; =9'1 (6) fJJ,(fJ) (mod. lJ);
soll nun "t Us =0 (mod. t:t) sein, so muß auch
'PI (8) 9'. (8) =0 (mod. 11),
'1'1 (t) 9',(') =0 (modd. .p, P)
sein; da aber P eine Primfunktion ist, so muß wenigstens eine
der beiden Kongruenzen
9'1(') =0, 'PI<t) = 0 (modd. p, P)
stattfinden (C. 6),. also auch wenigstens eine der Kongruenzen
«Pt (8) =0, 9'. (8) =0 (mod. lJ),
d. h. wenigstens eine der beiden Zahlen «t, c; muß =0 (mod. 4J)
sein. Also ist P ein Primideal; und zwar sagen wir (B. § 21), daß 4>
ein Primideal vom Grade I ist, weil N(lJ) = pr ist.
Jetzt wollen wir beweisen, daß der Exponent e der höchsten in
F aufgehenden Potenz von P zugleich der Exponent der höchsten in
p aufgehenden Potenz des Primideals ~ ist. In der Tat, wenn F nach
dem Modul p durch pe,·aber nicht durch pe+ 1 teilbar ist, 80 kann man
l' =. 8 pe (mod. p)
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setzen, wo S nicht teilbar 'durch P ist, woraus nach dem Obigen folgt,
daß die Zahl
6=8(8)
nicht durch II teilbar ist. Da ferner l> der größte gemeinschaftliche
Teiler der beiden Ideale 0 p und 0 ~ ist, so können wir
op == p n, 0(/ = pb
setzen, wo Q, b relative Primideale bedeuten, und wir haben zu be-
weisen, daß lle-l die höchste in a aufgehende Potenz von II ist. Zu
diesem Zwecke betrachten wir die Zahl
7J = f1 (Je - 1 = S (8) P «(J)t~ -1 ;
dieselbe kann nicht durch p teilbar sein, weil der Grad der Funk-
tion S Pr:> kleiner als n, und weil ihr höchster Koeffizient = 1 ist;
aber fJ ist teilbar durch lle-l, weil ~ durch l' teilbar ist. Vermöge
der Kongruenz F = B pe (mod. p) ist nun das Produkt 'rJ ~ = fS ~e
teilbar durch p, also ist auch das Ideal fJ l' & teilbar durch lJ a, mit..
hin '1b teilbar durch e, folglich 'IJ teilbar durch 0, weil Q und b
relative Primideale sind. Man kann daher ·
o1J=ac
setzen, wo c ein Ideal bedeutet, welches nicht durch p teilbar ist *),
weil sonst 7J durch Q~, also durch p teilbar wäre, was nicht der Fall
ist. Da nun 1] durch lJe-l teilbar ist, so muß auch Q durch l>e-l
teilbar sein. Wir haben jetzt nur noch zu zeigen, daß Q nicht durch
pe teilbar ist. Da e > 1 ist, so müßte, wenn Q durch ~e teilbar
wäre, jedenfalls Q durch lJ selbst teilbar sein; sobald aber Cl durch p
teilbar ist, kann b nicht durch lJ teilbar sein, und folglich ist dann ~
nicht teilbar durch t; da ferner tJ nicht durch lJ teilbar ist, so ist
in diesem Falle ~~-1 die höchste in der Zahl 'IJ = (J qe-l aufgehende
Potenz von " und folglich kann das in fJ aufgehende Ideal Cl nicht
durch " teilbar sein, w. z. b, w.
Nachdem die Untersuchung für eine bestimmte in F aufgehende
Primfunktion P und für das ihr entsprechende Primideal 11 so weit
geführt ist, wenden wir dieselbe auf alle in der Funktion
F =~1 J'e/ ... P~fA (mod, p)
*) Es ist daher a der grölte gemeiDachaftliche Teiler, und folglich 1/P du
kleinste gemeinsehaftliche Vielfache der beiden Ideale 0 p und 0 TI, cL h, P ist
der Inbegriff aller Wurzeln n der .Kongrueu '1n =0 (mod. p). Dies hiue a8eh




Pt, Pt ... Pm
an, deren Grade wir resp, mit
/1' /2 ... Im
bezeichnen; die diesen Funktionen entsprechenden Primideale
Pt, lJ2 ••• .pm
haben resp. dieselben Grade, d, h. es ist
N (~1) = plt, N (~I) -= plI .•. N (~m) = pm,
und
epel, 1'~2 .•• l'mm
sind die höchsten in 'P aufgehenden Potenzen dieser Ideale. Diese
m Primideale sind verschieden voneinander; denn da z. B. PI nicht
durch Pt teilbar ist (mod. p), so ist die durch 1'2 teilbare Zahl Ps (8)
nicht durch Pt teilbar, und folglich sind 4't, III verschiedene Prim..
ideale. Endlich bemerken wir, daß 'P durch kein anderes Primideal
teilbar Bein kann; da nämlich
Pt (Oft Pi (8f2 · .. p VI (6)em =0 (mod. p)
ist, 80 muß ein in p aufgehendes Primideal auch in einer der
m Zahlen () = P(8) aufgehen und folglich mit dem Primideal ~
identisch sein, welches der größte gemeinschaftliche Teiler der heiden
Ideale 0 p und 0 f1 ist.
Aus allen diesem folgt (D. § 163; B. § 25), daß
op = ll~ll'~z •.• l'~m
ist, und eine Bestätigung dieses Resultats ergibt sich durch die Be-
trachtung der Normen, wenn man berücbichtigt, daß
n = et 11 +el / " + ... + em /""
ist. Es ist somit folgender Satz bewiesen, den ich zuerst in den
Göttingi8chen gelehrten Anzeigen Tom 20. September 1871 ohne
Beweis mitgeteilt habe:
L Ist der Index k der Zahl IJ, welche der irreduktiblen
Gleichung "ten Grades F(O) = 0 genügt, nicht teilbar durch
die Primzahl p, und ist
F = ~l P~3 •.• p~. (mod. 11),
wo PI' PI ... p. inkongruente Primfunktionen resp.. vom
Grade '1' 12 •.. /. bedeuten, so ist
o P = lJ~l 4"i •.• ,,:;-,
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WO lJ1 , .pt · · · .p. voneinander verschiedene Primideale resp,
vom Grade /1' I• ... Im sind, und zwar entspricht je einer
Primfunktion P ein bestimmtes Primideal l' in der Weise,
daß lJ der größte gemeinschaftliche Teiler der heiden Ideale
op und oP(O) ist.
§ 3.
Aus diesem Satze geht hervor, daß' man bei Zugrundelegung
einer bestimmten ganzen Zahl 8 des Körpers .ß, welche zur Dar-
stellung von unendlich vielen ganzen Zahlen tp (8) dient, mit voller
Sicherheit die Zerlegung aller derjenigen Primzahlen p findet, welche
nicht in dem Index k dieser Zahl (} aufgehen; es ist daher von
großer Wichtigkeit zu wissen, ob eine Primzahl p in dem Index k
aufgeht oder nicht. Sobald freilich eine Basis (0), lOs ••• IOn des
Gebiets 0, oder auch nur die Grnndzahl D des Körpers a bekannt
ist, erledigt sich diese Frage sehr leicht, weil hieraus Tc direkt ge-
funden werden kann; denn aus den Koeffizienten der Gleichung
F (fJ) = 0 läßt sich ihre Diskriminante
LI(!, 0, (J'J ·.·lJn-I) = (_l)ln<n-l) N(F'(O) = Dk2,
und hieraus durch Division mit D das Quadrat des Index k be
stimmen. Bei den meisten Untersuchungen liegt aber die Sache ganz
anders, nämlich so, daß nur die Gleichung F (0) = 0, nicht aber
die Grundzahl D des ihr entsprechenden Körpers ~ gegeben ist; es
kommt darauf an zu entscheiden, ob eine bestimmte Primzahl p in
dem noch unbekannten Index k der Zahl fJ aufgeht oder nicht. Dies
gelingt nun in der Tat, wie wir jetzt zeigen wollen, mit Hilfe der
Theorie der höheren Kongruenzen, und zwar hängt die Entscheidung,
wenn wir die früheren Bezeichnungen beibehalten, wesentlich von der
Beschaffenheit der Funktion M ab, welche in der Identität
F = ~l1hst ... p:m_pM
auftritt. Dies ergibt sich aus den beiden folgenden Sätzen.
II. Ist der Index J: der Zahl 8 nicht teil bar durch p, so
kann M nach dem Modul p durch keine Primfunktion P
teilbar sein, deren Quadrat in F aufgeht.
Zum Beweise dürfen wir alle Folgerungen benutzen, welche im
Torigen Paragraphen aus der Annahme gezogen Bind, daß k nicht
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durch p teilbar ist. Indem wir alle dort gebrauchten Bezeichnungen
beibehalten, setzen wir F =S pe (mod. p), also
F=Spe-pM,
und nehmen an, es sei e ~ 2; dann ist p teilbar durch pI, folglich
Q teilbar durch ~, mithinb nicht teilbar durch lJ. Es ist daher lJe
die höchste in der Zahl
8(8) P(fJ'f = pM (0)
aufgehende Potenz von .-\', und da p durch lJe teilbar ist, so kann M (8)
nicht durch 11 teilbar sein, und folglich kann die Funktion M auch
nicht = 0 (modd. p, P) sein, w. z. b. w.
Auch ohne Benutzung der im vorigen Paragraphen gewonnenen
Resultate läßt sich derselbe Satz leicht in der folgenden indirekten,
aber vollständig äquivalenten Form beweisen:
Ist F nach dem Modul p teilbar durch das Quadrat
"einer Primfunktion P, a180
F = Spe_pM,
wo e > 2, und ist M teilbar durch P, 80 muß der Index 1c
der Zahl 8 durch die Primzahl p teilbar sein.
Behalten die Buchstaben q, ff, 'I dieselbe Bedeutung, wie im
'Vorigen Paragraphen, setzen wir also
Q = P (8), cl = 8 (8), fJ = tI qlJ-l,
so wird (nach § 1) der Beweis unseres Satzes geführt sein, wenn wir
zeigen, daß unter den jetzigen Annahmen die Zahl 11 = 8(8) P(8Y-l
durch p teilbar sein muß; denn die Funktion 8 P"-1 ist Von
niedrigerem Grade als n und auch nicht =0 (mod. p). Die Zahl 'I
wird ferner gewiß durch 'P teilbar sein, wenn bewiesen wird, daß
alle in 'P aufgehenden Potenzen Ton Primidealen auch in '1 aufgehen
(0. § 163, B. § 25). Zu diesem Zweck setzen wir
", = M(8)
und betrachten die Gleichung
f1 ,e = 'I f = p ".
Ist nun • ein in p, aber nicht in , aufgehendes Primideal, so folgt
aus 'I' = P I' unmittelbar, daß '1 durch die höchste in 'P aufgehende
Potenz ~on ~ teilbar ist. Ist aber " ein in 'P und gleichzeitig in f
aufgehendes Primidea1, so ergibt sich folgendes. Da 8 .ll1ld P relati1'8
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Primfunktionen sind, so existieren zwei Funktionen U, V, welche der
Kongruenz S U + P V =1 (mod. p) .
genügen (C. 4); hieraus ergeben sich die Zahlenkongruenzen
cfU(O)+ () V (8) = 1 (mod. p)
(J U (0) =1 (mod. lJ),
und folglich ist (1 nicht teilbar durch .lJ. Sind daher l>'&, 4>", "m die
höchsten resp. in p, ~, " aufgehenden Potenzen. von lJ, so folgt aus
d ~e = pp und. '1 = ~ qe-l, daß
er = h+m,
und daß der Exponent der höchsten in '1 aufgehenden Potenz von lJ
gleich (e-l)r = h+m-r
ist; um daher wieder zu. beweisen, daß '1 durch pA teilbar ist, brauchen
wir nur noch zu zeigen, daß
m>r
ist. Hierbei unterscheiden wir zwei Fälle. Ist erstens r > A, 80
verwerten wir die erste Annahme unseres Satzes, derzufolge e > 2
ist; hieraus folgt in der Tat k + m = er > 2 r, mithin m - r >
r - 11.~ 0, wie behauptet war. Ist aber zweitens ,. S b, so benutzen,
wir die zweite Annahme unseres Satzes, derzufolge M =0 (modd. p, P),
d. h. M =P T (mod. p), also lJ - (I T (0) (mod. p) ist; da nun
sowohl ~, als auch p durch pr teilbar ist, so folgt aus dieser Kon-
gruenz, daß auch ~ durch l'r teilbar, d. h, daß m > rist, w. z. b. w.
Nachdem der Satz 11 auf zwei verschiedene Arten bewiesen ist,
behaupten wir auch die Richtigkeit des umgekehrten Satzes:
In. Ist M durch keine solche Primfunktion P teilbar
(mod, p), deren Quadrat zugleich in F aufgeht, 80 ist der
Index Tc der Zahl 8 nicht teilbar durch p.
Derselbe Satz kann offenbar auch in der folgenden Form aus-
gesprochen werden:
Ist der Index I: der Zahl 8 teilbar durch die Primzahl p,
BO gibt es eine in M aufgehende Primfunktion P, deren
Quadrat zugleich in :F aufgeht (mod. p).
Dem Beweise legen wir die letztere Form zugrunde, weil die
Annahme, daß 1t: durch p teilbar ist, eine leichtere Verwertung ge-
stattet, insofern aus ihr (nach § 1) die Existenz einer durch l' teil-
baren Zahl
,,(8) = Zo + 2:1 8 + Z.(JI + ... + Sn_l0fl - t
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folgt, deren Koeffizienten XO, Xl' Xi .,. X,,-1 nicht alle durch 'P teil-
bar sind. Bezeichnet man nun mit A den größten gemeinschaftlichen
Teiler der beiden Funktionen tp <') und F nach dem Modul p, 80 ist
der Grad von A kleiner als n, weil rp von niedrigerem Grade als n
und auch nicht =0 (mod. p) ist; setzt man daher
F = AB-pM,
80 ist B keine Konstante. Nun existieren zwei Funktionen 9'1' fJJ.,
welche der Kongruenz
cp (t) fJ'1 (t) +F (t) fIJ. (t) = A <t) (mod. p)
genügen (C. 4); hieraus ergibt sich, daß die Zahl A (0) ebenfalls
durch p teilbar ist *) und folglich einer Gleichung von der Form
A(8)- + phI A(O)'-1 +pi ks A (6)'-2 + ... + pik, = 0
genügt, wo h1 , hlJ ••• h, ganze rationale Zahlen bedeuten (D. § 160;
B. § 13). Da die Gleichung F (0) == 0 irreduktibel ist, 80 ergibt
sich hieraus eine in bezug auf die 'Tariable t identische Gleichung
'Von der Form
A' + p At A,-t +p"11,2 A' -2 + ... + pt h, = F G,
also auch die Kongruenz
A' =0 (modd. p, F);
mithin muß die Funktion.A durch jede in F aufgehende Prim-
funktion nach dem Modul p teilbar sein (e. 5 und 6} Multipliziert
man ferner die obige Gleichung, welcher die Zahl A (0) genügt, mit
B(8)', und bedenkt, daß A(O) B(8) = pM(fJ) ist, so erhält man_
N (fr)' + ht M(fJ)'-l B(8) + AJM «(f)'-2 B(fJ)' + ... + k,B(O)' = 0,
und hieraus eine Identität von der Form
MI + n1M'-1 B + AIM·-tAB'+ ... + A, BI! = F H;
da nun F = 0 (modd. p, B), 80 ergibt sich
M' = 0 (modd. p, B),
und folglich ist die Funktion M durch jede in B aufgehende Prim-
funktion teilbar nach dem Modul p. Oben ist aber gezeigt, daß B
keine Konstante ist, mithin gibt es wenigstens eine ip. B aufgehende
. *) ~D ~lIlicher Weise kann man leicht zeigen, daß das Kriterium für die
TeilbarkeIt einer Zahl ,,(8) durch p in der KongrueDZ ,,(t) =0 (modd. p., K)
besteht, wo K eiDen völlig bestimmten Teiler der Funktion F nach dem :Modul "
bedeutet.
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Primfunktion P, und diese muß folglich auch in M aufgehen. Da
ferner P in F aufgeht, weil F durch B teilbar ist, und da oben
gezeigt ist, daß jede in F aufgehende Primfunktion auch in A auf...
geht, so geht P ebenfalls in A auf, und folglich ist F teilbar
durch P, weil F =A. B (mod. p) ist. Wir haben mithin wirklich
gezeigt, daß es eine in M aufgehende Primfunktion P gibt, <;laren
Quadrat zugleich in F aufgeht, w. z. b. w.
Durch die Sätze 11 und III ist nun in der Tat die Entscheidung
der Frage, ob der Index k der Zahl 8 durch die Primzahl p teilbar
ist, vollständig zurückgeführt auf die Zerlegung
F = P» P e2 ••• pe", - pM
1 I tn '
durch welche die Funktion F als Produkt von lauter Primfunktionen
nach dem Modul p dargestellt wird Zeigt es sich, daß F durch
kein Quadrat einer Primfunktion teilbar ist, daß also alle Exponenten
et , es ... em == 1 sind *), oder zeigt es sich, daß keine derjenigen
Primfunktionen, deren Quadrate in F aufgehen, in M aufgeht, 80
ist k nicht durch p teilbar, und es gilt der Satz I des § 2. Gibt
es aber eine in M aufgehende Primfunktion, deren Quadrat zugleich
in F aufgeht, so ist k teilbar durch p, und aus dem zweiten Beweise
des Satzes 11 geht leicht hervor, daß dann die Zerlegung des Ideals 0 p
in Primfaktoren eine andere ist, als die im Satz I behauptete.
Diesem Resultat fügen wir noch folgende Bemerkung hinzu.
Sind die Funktionen BI' R2 ••• Rm resp. kongruent den Funktionen
Pt, P2 ... Pm, 80 sind sie ebenfalls Primfunktionen, und es wird
F == R11 R~2 ..• R~m - pN,
wo die Funktion N durchaus nicht = M (mod, p) zu sein braucht.
Da aber die Teilbarkeit des Index k der Zahl 8 durch p von dieser
Auswahl der Primfunktionen gänzlich unabhängig ist, so muß man
schließen, daß die Eigenschaft der Funktion M, welche für diese
Frage allein entscheidend ist, auch für jede Funktion N bestehen
bleibt. Dies ließe sich leicht durch die Rechnung unmittelbar be-
stätigen; bezeichnet man mit Q das Prod~kt aller derjenigen in F
aufgebenden Primfonktionen, deren Quadrate in F nie h taufgehen,
so kann man durch geeignete Wahl der Funktionen BI, BI ... R.
stets zu einer Funktion N gelangen, die relaiive Primfunktion zu Q'
*) Dies wird stets nad nur daDa der Fall seiD, wenn die DiakrimiDaDte
J (1, tJ, (Js ... 8ft- I ) der Gleiehug F (8) = 0 Dicht durch p teilbar ist.
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ist. aber sobald M durch eine Primfunktion P teilbar ist, deren
~at in F aufgeht, so zeigt die Rechnung, daß auch jede Funk-
tion N durch P teilbar ist *).
§ 4.
In den zuerst von Kummer behandelten Zahlengebieten 0,
welche aus einer primitiven Wurzel 0 der Gleichung (Jm = 1 ent-
springen, tritt der glückliche Umstand auf, daß die Potenzen 1, 8,
8' .•. 8,.-1, WO f'I, = fJ' (m), eine Basis des Gebietes 0 bilden, und
daß folglich der Index k der Zahl 8, welche der ganzen Unter-
suchung zugrunde gelegt wird, stets = 1 ist. Bei der allgemeinen
Untersuchung eines beliebigen endlichen Körpers.ß und des Ge..
bietes 0, welches aus allen in SI, enthaltenen ganzen Zahlen besteht,
erkannte ich zwar sehr bald, daß derselbe einfache Fall nur aus-
nahmeweise auftritt, aber ich hielt es doch lange Zeit für sehr wahr-
scheinlich, daß für jede gegebene Primzahl p sich eine ganze Zahl fJ
des Körpers Q, würde finden lassen, deren Index nicht durch p teilbar
wäre, und mit deren Hilfe es folglich gelingen würde, die Bestimmung
der Idealfaktoren von p auf die Theorie der höheren Kongruenzen
zurückzofübren. Da aber alle meine Versuche, die Existenz einer
solchen Zahl 8 nachzuweisen, fruchtlos blieben, 80 entschloß ich mich
endlich, wo möglich die Unrichtigkeit dieser Vermutung darzutun,
und zu diesem Ziele gelangte ich,' wie ich schon in den Göttingi ...
sehen gelehrten .Anzeigen vom 20. September 1871 angedeutet
*) Hiernach besehriDkt sieh die Idealtheorie. von ZoJotareff auf den Fall,
da.Jl der Index k nicht durch p teilbar ist. Dies scheint wenigstens aus folgenden
Worten hervorzugehen, welche sich in der obeD enribnten Anseige finden (Jahr-
buch über die Fortschritte der Mathematik, Bd.6): "Um die Theorie in
ihrer einfachsten Gestalt darzustellen, nimmt der Verfasser aD, daß F t (x) durch
keine der Funktionen V. V1 , V, ... teilbar ist. Ist diese Bedingung nicht er-
mut, 80 kaDD man für einen gegebenen Modul p die Gleichung F{z) = 0 derart
transformieren, daß jene Annahme erfüllt ist. Die AuseiDandenetzung jener Tra.D8""
formation behilt sieh der Verfasser für eiDe andere Gelegenheit vor." - Da es
Dach meinen Untersuchungen (vgL § 5 dieser Abhandlung) Körper gibt, in welchea
die Indizes aller posen Zahlen 8 durch dieselbe Primsahl p teilbar sind, ud
folglich auch all e GleichuDgeD F (8) = 0 diejenige störende EigeDSChaft be-
sitzeu, welche sieh der UDmittelbaren Anwend1lDg der Theorie von Zolotareff
widersetzt, 80 vermute ich, daß in den eben zitierten Worten der ADeige ein
, lfiIverstlDdDia obwaltet. WahrseheiDlieh ud die VOD. dem.Verfasser beabsichtigte
VenollstiDdigung .iDer Theorie sieh auf äImlicheBetrachmngeJl stIlaea, 1rie
diejenigea., welche iJl der Theorie der idealen Zahlen "Ga Se lliDg enMckelt
sind (Sehlömilcha Zeitschrift, Bd.l0, S.12ff.).
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also auch
GJP' - co = 0 (mod. p);
bedeutet nun t wieder eine Variable, 80 ist die Funktion
tpf -t
nach dem Modul p kongruent dem Produkte aus allen inkongruenten
Primfunktionen, deren Grade Divisoren der Zahl f sind (C. 19); unter
diesen wähle man na c h Bel i e ben eine solche Primfunktion P,
deren Grad = I ist; dies ist stets möglich, da es immer mindestens
eine solche Funktion gibt (C. 20). Da nun
""- ,=P (t) H (t) (mocL p),
fIJf" - GJ = P(fD)H(m) (mod, p),
und da p durch P teilbar ist, 80 folgt, daß jede in 0 enthaltene
Zahl ., der Kongroeuz
P(e) H(CD) == 0 (mod.l»)
genüpi mithin ist die Anzahl ihrer nach , inkongruenten .Wuneln
= (0, ,,) = N (lJ) = pi, also genau so groß, wie ihr Grad. Durch
habe, durch die Betrachtungen, welche den Gegenstand dieses und
des folgenden Paragraphen bilden.
Es sei p eine bestimmte Primzahl, und Pt, lJ2 ••• lJm seien die
sämtlichen voneinander verschiedenen Primideale, welche in p auf..
gehen; ihre Grade wollen wir mit /1' /1 ... /'11I bezeichnen, so daß z. B.
N (4'1) = pl1 ist. Existiert nun eine ganze Zahl (J in ß, deren
Index 1c nicht durch p teilbar ist, 80 folgt aus dem Satze I in § 2,
daß es in bezug auf den Modul p auch m inkongruente Prim-
funktionen Pt, Pt ... ·Pm gibt, deren Grade reep. gleich /1' /•... 'IR sind.
Es ist nun von der größten Wichtigkeit für unsere Untersuchung, daß
, diese Folgerung sich umkehren läßt, daß also folgender Satz besteht:
IV. Sind /1' I. ···Im die Grade der sämtlichen ver-
schiedenen, in der Primzahl p aufgehenden Primideale l'I'
lJs ···lJ., und gibt es m nach dem Modul 'P inkongruente Prim-
funktionen Pt, Ps ... r; resp. vom Grade fIt I• ... Im, 80 existiert
in a eine ganze Zahl 8, deren Index k nicht durch p teilbar ist.
Dem Beweise dieses Satzes schicken wir aber zunächst einige
Betrachtungen voraus, welche zum Teil von den Voraussetzungen
desselben unabhängig sind.
Es sei :P irgend ein in p aufgehendes Primideal vom Grade I,




"<') =P(t),p(t) (mod. p)
ist, so folgt auch
fJJ (et) =P(") fl1(a) (mod. p),
und da die beiden Zahlen p und P (a) durch p teilbar sind, 80 ist
auch cp(<<) =0 (mod.ll); ist aber zweitens q>(t) nicht teilbar durch
die Primfunktion P (t), so sind fTJ (t) und P (t) relative primfunktionen,
und folglich existieren zwei Funktionen fPt (t), fPl('), welche der
Kongruenz
qJ(t) 'Pt (t) + P(t} 9',(') =1 (mod. p)
genügen (C. 5); dann ist auch
fJ' (a) fPl (,,) + p (<<) 9'2 (a) =1 (mod. p),
und da p und P (a) durch l> teilbar sind, 80 ist
'P (a) 9'I(fl)=1 (mod. 1»,
~Dd folglich ~st in diesem Falle fJJ (<<) nicht =0 (mod. lJ). Hiermit
Ist unsere obige Behauptung vollständig bewiesen.
Für den Fall, daß P durch ~2 teilbar ist, wollen wir ferner die
Wurzel a der Kongruenz P(u) =0 (mod. lJ) 80 wählen, daß die
Zahl P(tX) nicht durch ~ teilbar wird. Dies ist stets möglich; ist
dieselben einfachen Schlüsse, welche in der rationalen Zahlentheorie
zu einem ähnlichen Zwecke angewendet werden (D. § 26), kann man
nun leicht beweisen, was ich der Kürze halber hier übergehe, daß
in dem Zahlengebiete 0 eine Kongruenz rten Grades, deren Modul ein .
Primideal dieses Gebietes ist, niemals mehr als r inkongrnente
Wurzeln haben kann, und hieraus folgt für unseren Fall, daß die
Kongruenz H (0)) =0 (mod. l» höchstens (pl- f) inkongruente
Wurzeln besitzt, und daß folglich die Repräsentanten 6) der I übrigen
Zahlklassen notwendig der Kongruenz P(m) = 0 (mod. lJ) genügen
müssen. Für unseren Zweck reicht aber schon die Gewißheit aU8,
daß diese Kongruenz wenigstens eine Wurzel hat. Es sei Ct eine be-
stimmte solche Wurzel, also
P(a} = 0 (mod. l»;
wir betrachten nun alle Zahlen von der Form qJ(a) und wollen be-
weisen, daß die Kongrnenz
cp (u) =0 (mod. lJ)
mit der Funktionenkongruenz
rp (t) =0 (modd, p, P)




nämlich a; eine Wurzel der Kongruenz P(a.) =0 (mod. lJi), so wähle
man nach Belieben eine durch l', aber nicht durch .p2 teilbare Zahl 1,
und setze (1.' = ce + Ä, so ist
P (a.') == P(t:C) + )., P' (m) + A9 P" (u) + ... =A P' (a) (mod. l'~) [*)];
da nun die derivierte Funktion ;'P' (t) den Grad (/ - 1) hat und
nicht = 0 (mod. p) ist, so kann sie auch nicht = 0 (modd. p, ,P)
sein, und folglich ist nach dem obigen die Zahl P' («) nicht teilbar
durch l'; mithin ist das Produkt )., P' (<<), und folglich auch die
Zahl P(tl) wohl teilbar durch lJ, aber nicht teilbar durch p2. Nach-
dem so die Existenz einer solchen Zahl a' bewiesen ist, lassen wir
den Akzent wieder weg, und nehmen also an, daß P(rx,) durch p,
aber nicht durch ~I teilbar ist.
Ist nun l't: die höchste in p aufgehende Potenz des Primideals l',
80 wollen wir beweisen, daß die Zahlenkongruenz
rp (ce) = 0 (mod, pe)
nrit der Funktionenkorigmenz
qJ (t) - 0 (modd. p, pe)
gleichbedeutend ist. In der Tat, wenn die letztere stattfindet, so ist
cp (t) - P (t)e t/J (t) (mod. p),
cp (a) =P (a)t tP (a) (mod. p),
und da heide Zahlen p und P (u.)e durch ~t: teilbar sind, so folgt
<p (a:) = 0 (mod. pe); wenn dagegen die Funktionenkongrnenz nicht
stattfindet, so ist der größte gemeinschaftliche Teiler, welchen die
Funktionen tp (t) und P (t)e nach dem Modul p haben, von der Form
P(t)', wo 8 < e; bestimmt man die Funktionen fJJl (t), fIJ.(t) 80, daß
9' (t) 9'] (t) + p(t)e fTJ,(t) =P{t)' (mod. p)
wird (C, 4), und bedenkt, daß p und P(a'f durch lJ' teilbar sind,
so ergibt sich cp (<<) CPJ (<<) =P (ar (mod. pe);
da nun 8 < e, und P(<<) nicht durch t>' teilbar ist, 80 ist P(a)'
nicht teilbar durch pe, und folglich ist auch 9'(<<) nicht = 0
(mod. lJe). Unsere Behauptung ist daher erwiesen.
Man verfahre nun mit jedem der in p aufgehenden verschiedenen
Primideale ~1' " ••• 4'. 80, wie es im vorhergehenden beschrieben
[*) Durch ein Versehen schreibt D ed ekind r: (4) statt p~~..>, die Zahlen
P" (4) P'" (a:) .~, -ar-' ... smd aber auch alle gans.]
(J ="1 (mod. ~:)
(j =ll. (mod, l':)
- 222 -
ist, d, h. man wähle nach Belieben m primfunktionen PI' Ps ... Pm,
welche resp.. dieselben Grade 11 , I, ..... I. haben, wie jene Primideale,
und bestimme ebenso viele Zahlen "1' rtl .... am der Art, daß Pt ("1)'
Ps(a,) .... Pm(a.) resp, durch '1' lls ••• lJm teilbar werden, mit der
eventuellen Beschränkung, daß eine solche Zahl Pf'(etr) nicht durch ,,:
teilbar sein darf, falls p durch ll~ teilbar ist. Da nun die Prim-
ideale llt' VI .... ~. voneinander verschieden, und ihre Quadrate folg-
lich relative Primideale sind, BO kann man stets eine Zahl (J so be..
stimmen, daß
fJ ="'" (mod, ,,:a)
wird (D. § 163; B.. § 26); da hieraus
Pt (8) = Pt (~) (mod, ,,:)
r, (8) = PI (et,) (mod.. l'1)
P.(O) =P.(a.) (mod. l>;)
folgt, so ·ergibt sieh, daß die Zahlen Pt (8), P,«(J) ... Pm«(J) resp,
durch lJ1 , l'. ."" ~. teilbar sind, daß aber, falls p durch l': teilbar
ist, die Zahl P,.(8) nicht durch lJ: teilbar ist. Die Zahl () vereinigt
daher in sieh alle diejenigen Eigenschaften in bezug auf die sämt-
lichen m Primideale, welche einer jeden Zahl C4 in bezug auf das
ihr korrespondierende Primideal l',. zukommen. Ist daher
01' = ~1~ ••• :p~.,
also, wie aus der Bildung der Norm hervorgeht,
n = «t, + es/I +... + e.t.,
80 ist eine Zahl von der Form fP (8) stets und nur dann durch eine
der Potenzen ~1, tJ;, .... lJ~· teilbar, wenn die ihr entspreohende
Funktionenkongruenz
. ffJ (') =0 (modd. 'P, ~1)
qJ <t) =0 (model. p, .P;t)
,,(t) =0 (modd. 'P, p~.)
stattfindet; da ferner eine ganze Zahl des Körpers stets und nur dann
durch p teilbar ist, wenn sie durch jede der m Potenzen ~1, l'P ... 4';:-
teilbar ist, 80 leuchtet ein, daß die eine Zahlenkongrnenz
cp (8) = 0 (mod.. '1')
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gleichbedeutend ist mit dem System der m vorstehenden Funktionen-
kongrnenzen.
Bis hierher haben wir absichtlich über die Wahl der Prim-
funktionen p], PI·· · Pm nichts anderes festgesetzt, als daß ihre
Grade resp, mit denen der Primideale l't, lJ2 ···.pm übereinstimmen
sollen, und es war z. B., falls 11 = I" nicht ausgeschlossen, Pt == Ps
zu wählen. Wir wollen jetzt die besondere Annahme unseres Satzes
hinzufügen, welche darin besteht, daß es muntereinander ink 0 n ...
gruente Primfunktionen von den vorgeschriebenen Graden gibt, und
wir wollen unter PI' PI ... Pm solche inkongruente Primfunktionen
verstehen. Dann sind die Potenzen P~l, }>;2 •.• p~m relative Prim...
funktionen, und wenn man ihr Produkt
~1P:2 ... p~m = R
setzt, so ist (0. 5) das System der m obigen Fnnktionenkongrnenzen,
und folglich auch die eine Zahlenkongrnenz
cp (8) =0 (mod, p)
gleichbedeutend mit der einzigen Funktionenkongruenz
f{J (') = 0 (modd. p, R).
Da ferner der Grad des Produktes R gleich
«t, + «t, + ... + emfm
und folglich = n ist, so kann eine Zahl
tp (0) === :Co + Xl (J + X J (Ji + ... + Zn _ 1 8n - 1
nur dann durch p teilbar sein, wenn
tp(t) =0 (mod, p),
d. h, wenn alle 11, Koeffizienten 2:0 , Xl' XI •• ~ Zn - 1 durch p teilbar
sind. Der Index Je der Zahl 8 ist folglich (nach § 1) nicht teilbar
durch p. Hiennit ist unser obiger Satz bewiesen, und wir fügen nur
noch die folgende Bemerkung hinzu.
Da i nicht teilbar durch 'P ist, so ist Tc auch von 0 verschieden,
und folglich ist die gefundene Zahl 8 die Wurzel einer i.ITeduktiblen
Gleichung F (8) = 0 Tom fl,wa Grade; da nun F (8) =0 (mod. p),
80 muß die FuDktion F durch R teilbar sein nach dem Modul 'P;
da ferner beide Funktionen denselben Grad n und denselben höchsten
Koeffizienten 1 haben, 80 muß F =R (mod. p), d, h.
F =Pr1 'p:- ... p~. (mod. 'P)
sein, und hiermit sind wir zum Ausgangspunkt unserer Untersuchung
in § 2 znrickgekehrt.
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§ 5.
Die letzte Untersuchung hat uns ein Kriterium geliefert, durch
welches die Frage entschieden wird, ob es wirklich in ~ eine ganze
Zahl (J gibt, deren Index durch eine gegebene Primzahl p nicht
teilbar ist. Wenn
e
op = 1l~1 ~~2 • • • l'mm
ist, wo 1'1' ~J • •• l'm verschiedene Primideale resp, von den Graden
11 , l, .... Im bedeuten, 80 wird der singuläre Fall, daß die Indizes
aller in .Q, enthaltenen ganzen Zahlen durch p teilbar sind, jedes-
mal und nur dann eintreten, wenn es unmöglich ist, m nach dem
Modul p inkongruente Primfunktionen von den Graden t- f I ••• Im
aufzustellen. Es fragt sich daher nur noch, ob diese Erscheinung,
daß nicht genug Primfunktionen existieren, wirklich jemals auftreten
kann. Um hierüber zu entscheiden, wollen wir den denkbar ein-
fachsten Versuch anstellen. Die inkongruenten Primfunktionen er 8 te n
Grades sind die folgenden
t, t+l, t+2 .... t+(p-l),
ihre Anzahl ist = p; der obige singuläre Fall wird daher gewiß in
einem Körper S! eintreten, in welchem die Primzahl p durch min...
destens (p + 1) verschiedene Primideale ersten Grades teilbar ist;
da aber, wie aus der Betrachtung der Normen hervorgeht, das
Ideal 0 p ein Produkt von höchstens n Primidealen ist, 80 muß der
Grad n eines solchen Körpers mindestens = p + 1 sein. Nimmt
man, um den einfachsten Fall zu erhalten, die kleinste Primzahl
p == 2, so entsteht also die Frage, ob es kubische Körper ~ gibt,
in welchen die Zahl 2 durch drei verschiedene Primideale ersten
Grades teilbar ist; in einem solchen Körper würden die Indizes aller
ganzen Zahlen gerade sein. Diese Untersuchung ist in den Göttingi..
sehen gelehrten Anzeigen Tom 20. September 1871 in voller
Allgemeinheit angestellt, und sie hat zu einer bejahenden Antwort
geführt; hier will ich mich begnügen, ein einziges, auch dort schon
angeführtes Beispiel mitzuteilen [*)].
[*) Die eben erwähnte Anzeige enthält auch eine Ausführung über die Me-
thode, wodurch D ed ekin d auf das hier behandelte Beispiel gekommen ist. Weiter
wird ein anderes Beispiel eines Körpers mit gemeinsamen Indexteilern gegeben,




Es Bei IX eine Wurzel der irreduktiblen Gleichung dritten Grades
F(rx-) = a3 - rr - 2 tX - 8 == 0;
um ihre Diskriminante zu finden, betrachten wir die Zahl
p' (a) = 6 == - 2 - 2" + 3 «'
und bilden sukzessive, unter Zuziehung von F (<<) === 0, die Produkte
d" == 24 + 4 IX +a2
da.s == 8 + 26« + 5a2 ;









Ja - 7 fli - 2012 = 0,
und folglich ist die Diskriminante
LI(1, a, a t ) == - N (tl) = - 2012 == ~ 22 • 503.
Da 503 eine Primzahl ist, 80 gehen in dieser Diskriminante nur die
heiden Quadrate 1 und 4 auf, und folglich ist der Index k der
Zahl a entweder = 1, oder == 2; es ist daher die Funktion
F (t) == tS - t!J - 2 t - 8
nur in bezug auf den Modul p == 2 zu untersuchen. Offenbar ist
F == P~Ps-2M = pr Ps (mod.2),
wo
und hieraus
P, (a) Ps(a) == a(a - 1)
durch 2 teilbar, und folglich Tc = 2 sein. Dies wird sich sofort
dadurch bestätigen, daß die Zahl
p = ~r.c(a-l)-l
sich ebenfalls als eine ganze Zahl erweist; in der Tat, man erhält





Pt == t, Ps == t - 1, M == t + 4;
da nun gleichzeitig P 1 in M, und P1 in F aufgeht nach dem
Modul 2, so muß (nach dem zweiten Beweise des Satzes 11 in § 3)
die Zahl




1 = 1·1 +O-«+O·p
a=O-1+1·a+O-{J
«2 = 2. 1 + 1 · tc + 2 · {j,
1, 0, 0 2
LI (1, tX, cc') = 0, 1, 0 LI (1, a, ß) == 22 LI (1, tX, ß),'
2, 1, 2
also
CD = z + x a + y {J,
wo Z, :1:, Y willkürliche ganze rationale Zahlen bedeuten.
Wir wollen nun auf Grund dieses Resultats die Idealfaktolwen
der Zahl 2 bestimmen. Da
a' = 2 + « '+ 2 ß=u }ß'= - 2 + 2 a - fJ =fJ (mod. 2).
80 folgt allgemein
(z + x ce + 11 P)2 =Zl +zi aI + 11 fi' =z + Z rt + 11 JJ (mod. 2),
d. h. jede Zahl m des Gebietes 0 genügt der Kongruenz
m' - Ci) =0 (mod. 2).
Hieraus folgt zunächst, daß die Zahl 2 durch kein Quadrat eines
PriJpideals teilbar sein kann; wäre nämlich 0 (2) = f q, wo V ein
Primideal oder wenigstens ein von 0 verschiedenes Ideal bedeutet, 80
würde, da 11 q nicht durch 0 (2) teilbar ist, eine Zahl CD existieren,
welche durch pq, aber nicht durch 2 teilbar wäre; dann wäre aber
(OS teilbar durch llJql, also auch durch 2, und dies widerspricht der
vorstehenden Kongruenz e J =GJ (mod. 2). Mithin ist 0 (2) entweder
ein Primideal oder ein Produkt- aus lauter verschiedenen Primidealen.
Es sei 4' irgend ein in 2 aufgehendes Primideal, 80 genügt jede in 0
enthaltene Zahl CD der Kongruenz
fDl - GJ =0 (mod. t»),
L1 (1, IX,.p) = - 503,
und da diese Zahl durch kein Quadrat (außer 1) teilbar ist, 80 ist
sie die Grundzahl D unseres kubischen Körpers a, und die Zahlen
1, '" ß bilden eine Basis des aus allen ganzen Zahlen Q) dieses
Körpers ~ bestehenden Gebiets 0, d. h, nach der schon mehrfach
gebrauchten Bezeichnung, es ist
o == [1, a, tJ];




und folglich ist die Anzahl ihrer inkongruenten Wurzeln = (0, p)
= N (lJ); da diese Anzahl aber niemals größer als der Grad der
Kongruenz sein kann, 80 ergibt sich N (l» S 2, und folglich N (p) = 2,
weil l' ein Primideal. also von 0 verschieden, mithin N (V) > 1 ist.
Jedes in 2 aufgehende Primideal ist daher vom ersten Grade, und
folglich muß, da N (2) = 23 == 8 ist,
0(2) = abc
sein, wo Q, &, c drei voneinander verschiedene Primideale ersten
Grades bedeuten. Hiermit ist das Auftreten der erwähnten singu-
lären Erscheinung erwiesen, und es muß sich bestätigen, daß die
Indizes aller Zahlen ID durch 2 teilbar sind. In der Tat, setzt man
,/ = Zl + 2 xl - 2 Y + 8 z'JI
z' = z'+2'!t+2xz
y' = 2:r-yl+2yz,
GJ9. = Z' + x' a + y' {J,
und der Index der Zahl w ist gleich der Determinante
1, 0, 0
z, z, y = x y' ~ 11 x' = 2 x 3 - r 11 - x 11 - 211,
z', x', y'
welche offenbar stets eine gerade Zahl ist.
Um unser Beispiel ganz zn vollenden, und um die aus der all-
gemeinen Theorie geschöpften Voranssagungen auch durch die Rech-
nung zn bestätigen, wollen wir endlich zur Darstellung der hier
auftretenden Ideale in Form von endlichen, dreigliedrigen
Moduln (D. § 161; B. § 3), d. h. zur Bestimmung dieser Ideale durch
ihre Basiszahlen schreiten. .Diese Darstellungen 'sind die folgenden
a = [2, a, 1 + ßJ
&== [2, 1 +", fJ]
. e = [2, CI, tJ]'
Das System Cl aller Zahlen Ton der Form
(1,' = 2 Z + (I Z +(1 + ~) ,,~
wo Z, Z, 11 willkürliche ganze rationale Zahlen bedeuten, besitzt in
der Tat die beiden fundamentalen Eigenschaften eines Ideals, nämlich:
L Die Summen und Differenzen Ton je zwei Zahlen a' des
Systems a gehören demselben System G an.
n. Jedes Produkt aus einer Zahl ,l des SY1Jiems Q und aus
einer Zahl CD des Gebiets 0 ist wieder eine Zahl des Systems Il.
16·
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Die erste Eigenschaft ist evident, und um die zweite nach-
zuweisen, genügt es, darzutun, daß die Produkte aus je einer der
Basiszahlen 2, a, (1 + (j) von a und je einer der Basiszahlen 1, a, fJ
von D sämtlich in Q enthalten sind; dies ist unmittelbar evident für
die fünf Produkte
2·1, ce·l, (1 +~).1, 2-", 2·fJ = -2+2{1 +P),
und für die übrigen vier ergibt sich dasselbe aUB den Gleichungen
a·r.t = a + 2(1 + (J), u.·fJ == 2 ·2,
(1 + 11)" = 2· 2 + IX, (1 + (J) fJ === - 2 + 2 a:
Ebenso wird bewiesen, daß die Systeme bund c Ideale sind.
Die Norm N(m) eines Ideals m ist die Anzahl (0, m) der in D
enthaltenen, nach m inkongruenten Zahlen (D.. § 163; B. § 20), und
diese Anzahl ist gleich der Determinante der Ausdrücke, welche in
bezng auf die Basiszahlen von 0 linear sind und die Basiszahlen
von m darstellen (D. § 161; B.. § 4, 4°).. Es ist daher z. B.
2,0,0
N (4)== 0, 1, 0 === 2,
1, 0, 1
und ebenso ergibt sich
N(b) = N(c) = 2.
Wenn aber die Norm eines Ideals eine Primzahl ist, so muß das Ideal
notwendig ein Primideal sein, weil allgemein N (Ql Cl,) = N (at) N (aJ
ist; mithin sind a, &, c Primideale. Sie sind ferner verschieden von-
einander, weil die in b und in c enthaltene Zahl fJ nicht in a ent-
halten, und weil die in c enthaltene Zahl IX nicht in b enthalten ist.
Es muß folglich. die in allen drei Idealen enthaltene Zahl 2 auch in
dem Produkte tl bc enthalten sein; mithin ist 0 (2) = m Clb C, wo m
ein Ideal bedeutet; nimmt man aber die Norm, so ergibt sich
N(2) == 8 = N(m) N(a) N(b) N(c) == 8N(m};
mithin ist N (m) == 1, also m = 0, und 0 (2) = L1 be, Aber auch
dieses, aus allgemeinen Sätzen geschlossene Resultat wollen wir durch
die eigentliche Rechnung, d. ·h. durch die wirkliche A11Bführung der
Multiplikation der Ideale bestätigen (0. § 165; B. § 12).
Unter dem Produkte a& zweier Ideale wird das System aller
Produkte tl/ fJ' und aller Summen Ton solchen Produkten ,x' (J' ver-
standen, wo .', IJ' beliebige Zahlen resp, der Ideale a, b bedeuten
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(D. § 163; B. § 22). Ein solches Produkt erscheint daher zunächst
als ein endlicher Modul, dessen Basiszahlen die sämtlichen Produkte
aus je einer Basiszahl von a und je einer Basiszahl von b sind. In
unserem Falle ist daher a b der endliche Modul, dessen Basiszahlen
die neun Produkte
2 · 2 = 4, 2 (1 + «) == 2 + 2 "' 2 · {J = 2 13,
lJ' • 2 == 2 l", a (1 + a) = 2 + 2 a + 2 ß, "ß == 4,
(1 + fJ) •2 = 2 + 2 {J, (1 + ß) (1 +~) = 5 + a + /3,
(1 + 13) ß === - 2 + 2 a
sind; da aber von diesen neun Zahlen nur drei voneinander u nab-
hängig sind (D. § 159; B. § 4), 80 ist die von mir ausführlich be-
schriebene Methode (B. § 4, 6°) anzuwenden, um diesen neungliedrigen
Modul auf einen dreigliedrigen zurückzuführen; durch die Ausführung
dieser sehr einfachen und leichten Rechnung erhält man die eine
der sechs folgenden Gleichungen:
a2 = [4, G(, 3 + /I]; bc == [2, 2 cc, fJJ
bl == [4, 1 +a, ß]; ca = [2, (;(, 2ß]
Cl ==[4, 2+«, 2+ß]; a&==[2, 2(.(, l+u+ii).
Die übrigen ergeben sich auf dieselbe Weise; und wenn man aber-
mals nach derselben Methode mit a, b, c multipliziert, so erhält man
folgende zehn Hauptideale:
Q bc === [2, 2 0:, 2 fJ ] == 0 (2)
0
2 c = [4, «, 2 + 2 ßJ == 0 a
b2 c == [4, 2 +2 a, ß ] = 0 (j
QCI = [4, 2 +a;, 2fJ ] == o(a- 2)
&Cl == [4:, 2", 2 + ß ] = 0 (2 - fJ)
al b = [4, 2", 3 + IX+ ~] == 0 (3 + tX+ (J)
a &1 == [4, 2 +2a, 1 + a; + tJ) == 0 (1 + (I + fJ)
aB = [8, 4 + "' 3 + IJ ] ==- 0 (3 + 2 a + fJ)
&1 == [8, 1 + «, 4 + JI ] == 0 (1 + «)
CS = [8, 2 + IX, 2 + jJ ] = 0 (<< + P- 4)
Die zehn Zahlen '" welchen diese Hauptideale 0 p == rf', a"" fJ",]
entsprechen, sind durch die folgenden, leicht zn 'Verifizierenden Re..
lationen miteinander verbunden:
«(.- 2) (1 + _) = 21 ; "P = (er - 2)(1 +«+ /I) = 2s
(a - 2)(3 +tJC +,i) = 2'a; «(2 ~ fJ) = 2 (Il - 2)
(11 - 2) (3 +2 IX + IJ) = r; IX (CI + fJ - 4) = (ce - 2)1.
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Durch dieses Beispiel, welchem man viele andere an die Seite
stellen könnte, ist außer Zweifel gesetzt, daß es Körper a, gibt, in
welchen die Indizes aller ganzen Zahlen durch eine und dieselbe
Primzahl p teilbar sind. Dies Resultat ist in mancher Beziehung
kein willkommenes. Es gibt in der Tat sehr wichtige Sätze der
Idealtheorie, welche sich durch die Theorie der, höheren Kongruenzen
sehr leicht würden beweisen lassen, wenn der Satz I in § 2 nicht
an die Voraussetzung gebunden wäre, daß der Index Je der Zahl 8
nicht durch p teilbar sein darf; wir haben aber jetzt gesehen, daß
in manchen Fällen diese Voraussetzung auf keine Weise zu erfüllen
ist, wie man auch die Zahl (J wählen mag, und hieraus geht hervor,
daß solche Beweise, die sich auf den genannten Satz stützen, häufig
die erforderliche Allgemeinheit nicht besitzen. Als Beispiel führe
ich den folgenden, besonders wichtigen Satz an, den ich ebenfalls in
den Göttingisehen gelehrten Anzeigen vom 20. September 1871
zuerst ausgesprochen habe:
Die Grundzahl D eines Körpers a ist aus allen und nur.
aus denjenigen rationalen Primzahlen p zusammengesetzt,
welche in diesem Körper durch das Quadrat eines Prim-
idea.ls teilbar sind.
Gibt es. in a, eine ganze Zahl, deren Index durch die Prim-
zahl p nicht teilbar ist, so folgt für diese Primzahl p die Richtigkeit
des Satzes augenscheinlich sehr leicht aus § 2. Aber auf diese
Weise gelangt man offenbar nicht zu dem Beweise der allgemeinen
Gültigkeit des Satzes, und es ist mir erst nach manchen vergeblichen.
,rersuchen gelungen, den allgemeinen Beweis in aller Strenge zn
führen. Die ausführliche Darstellung dieses Gegenstandes, bei welcher
der Satz selbst noch eine wesentliche Erweiterung erfahren wird,
muß ich aber für eine andere Gelegenheit mir vorbehalten.
Erläuterungen zur vorstehenden Abhandlung.
Das Problem der Verallgemeinerung der K ummerschen Theorie der Ideale
in Kreiateilungskörperu auf beliebige Körper führt nattlrlich zu einer Definition
der Ideale mittels höheren KongrueDZeD. Schon SeIl i D g (Zeitsehr. f. M.ath.
n. Phys., Bel. lOt S.. 17-47 (1865» schlAgt diesen Wel ein, und es geliDgt
ihm, zwar uter Anwendung von Gal 0 issehen ImagiDlren 1IDd weiteren Hilfs·
körpem, eine aumahmslose Theorie der Ideale in. Galoilschea Körpern S1l ge-
winDen. Die Primidealserlegung einer Primsabl p wird &118 der Zerlegung der
defiDierenden Gleichung (mod. pa) in diesen· BiJfakörpera abpleitet. Ein Nach-
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weis der Invarianz dieser Ideale, d. h, ihre Unabhängigkeit von der gewihlten
Gleichung wird aber nicht gebracht.
Wie aus der Einleitung hervorgeht, hat auch D ed ekin d zuerst diese Me·
thode versucht, aber wieder aufgegeben, um die Theorie der Ideale in der ab-
strakten Form zu schaffen, wie er sie in der zweiten Auflage von Dirich1e t s
Zahlentheorie dargestellt hat. In dieser Form entsteht aber sofort die Frage, wie
die Primidealzerlegung einer gegebenen Zahl im Körper bestimmt werden kann,
und speziell wie Primideale bei gegebener, definierender Gleichung abgeleitet
werden können. Diese Frage wird für Primzahlen, welche den Index nicht teilen,
durch den Satz I, § 2 erledigt, aber die vollständige Lösung scheitert an dem
Vorkommen der gemeinsamen Indexteiler (gemeinsame außerwesentliche Diskrimi-
nantenteiler).
In der mehrmals von De de kind erwähnten Arbeit von Zolotare ff (1874)
wird umgekehrt die Primidealzerlegung durch die Zerlegung des Satzes I definiert.
Wenn aber p ein Teiler des Index ist, genügt diese Definition nicht der Forderung
der Invarianz. Eine ausnahmslose Theorie der Ideale gibt aber Zolotareff in
der Arbeit: "Sur la theorie des nombres complexes" (Journ. de lIath., Bd, 6,
S.51-84, 129-166, 3e serie (1880); man vgl, auch: M6langes math. et astron.,
Bulletin de I'aeademie des sciences, St. Petersburg, Bd, 5, 13./25. September 1877),
worin er auch eine Übersieht über seine erste Theorie gibt. Bei seiner allgemeinen
Theorie der Ideale muB aber Zolotareff 80 wie Dedekind eine Definition der
Ideale mittels der definierenden Gleichung aufgeben.
Man kann die Zolotareffsche Theorie kurz folgendermaßen beschreiben:
Zuerst wird eine Methode angegeben, wodurch man in endlich vielen Schritten
ein vollständiges Restsystem
(1) alt al' ••• , 4 p 1& _ 1 (mod. p) (die Null ausgenommen)
aufstellen kann. Eine Zahl a in (1) heißt relativ prim zu p, wenn es keine zahl r
in (1) gibt, wofür ar durch p teilbar ist. Zwei Zahlen a und {J heülen relativ
prim in besng auf p, wenn es keine Zahl r in (1) gibt, wofür gleichzeitig 4y
und Py durch p teilbar sind. Es können dann zwei Zahlen r und J so bestimmt
werden, daß
ay + /13 =1 (mod. p)t
und hieraus erhält man leicht eine Definition des größten gemeinsamen Teilers in
bezug auf p. Die Primideale werden dann folgendermaßen eingefiihrt: Eine Zahl CI
enthält nur ein Primideal fJ VOD p, wenn jede Zahl in (l)t welche Dicht Z1l «
relativ prim ist, die Zahl 4 als Teiler in bezug auf p enthilt. Aus (1) können
dann in endlich vielen Schritten die Anzahl der vorkommenden verschiedenen
Primideale bestimmt werden.
Es würde hier zu weit führen, auf alle spiteren Begründungen der Idealtheorie
einzugehen. Es sollen hier Dur ga.ns kun die wichtigsten Methoden S1lI' Be-
atimmllDg der Primideale enrihnt werden.
Die Kroneckersehe Theorie der Formen (loQ.l1L t Jlath., Bd.92, 8.1-122
(1882)) gibt eine theoretisch besonders einfache Bestimmung der PrimidealzerlegaB«
der rationalen Primsahle.. Wie suerst in voner AllpmeiDheit von ReD 8 e 1
(loum. f. Jlath., Bd;. 118t S. 61-88 (1894») pzeigt worden ist, besteht iD dieser
Theorie für alle Priroahlen ein voUstindips ADalopn sam De d e kiD d IcheD Satae.
Die Schwierigkeiten der gemeinsamen IDdmeüer werden bier dadurch über-
W1IDde~ daI man statt einer spesiellea Gleieh1lJl1 eine F 11D d 8 me D t &1 gl e i eh UD«
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F (Xl' ... Xft) == 0 des Körpers studiert. Wenn die Zahlen '"« eine Minimalbasis
bilden, ist rt», .... x
n
) = 0 die Gleichung. welcher die Fundamentalform
(2) (JJ == M1Xt + .... + CdnXn
genügt. Die entsprechende Index.form ist dann eine Einheitsfonn, d. h. ihre
Koeffisienten haben keinen gemeinsamen Teiler, und man erhält für die Funda-
mentalgleichung Resultate, welche dem D e d e ki ndsehen Satze I genau entsprechen.
Diese Lösung des Problems gibt aber keine Auskunft über den Zusammenhang
zwischen den Eigenschaften der Gleichungen des Körpers und der Primideal-
serlegung, wie es beim Dedekindschen Satze der Fall ist. In der von Hensel
begründeten p-adisehen Theorie der algebraischen Zahlen wird diese Lücke zum
Teil ausgefüllt, indem man zeigt, daß die Zerlegung der definierenden Gleichung
in irreduzible p.adische Faktoren der Zerlegung von p in Primidealpotenzen ent-
spricht. Für die vollständige Bestimmung der Primidealzerlegung muß man aber
auch hier auf die Kr 0 ne e k ersehe Theorie zurückgreifen. (Man sehe K. He n s e l :
Theorie der algebraischen Zahlen I, Leipzig 1908.)
Man kann aber zeigen, daß die Schwierigkeiten der D e d e kin d sehen Theorie
dadurch vollständig beseitigt werden können, daß man statt Kongruenzen (mod. p)
immer Kongruenzen (mod. pa) betrachtet, wo a eine feste Zahl ist, und a > 3,
wenn die Diskriminante der entsprechenden Gleichung genau durch pJ teilbar ist.
Die entsprechenden irreduziblen Faktoren sind dann zwar nicht [mod. pa), aber
doch (mod. pa-tf) eindeutig bestimmt. Die gemeinsamen Indexteiler verlieren
dadurch gänzlich ihre AusnahmesteIlung und man erhält eine eindeutige Kor·
respondenz zwischen Primidealzerlegung und Faktoren der Gleichung (0. 0 r e ,
:M:ath. Ann., Bd.96, S.315-352 (1926) und Bd.97, S.569-598 (1927»). Weiter
kaJm die Dedekindsche Darstellung der Primideale in der Form P= (p,,,("»)
durch eine :Methode bestimmt werden. welche mit der Bestimmung der Reihen~
entwicklung algebraischer Funktionen große Ähnlichkeit zeigt (0. Ore, Matb.
Ann.., Bd.99, 8.84-117 (1928».
Die Resultate in § 4 der vorliegenden Abhandlung geben ein einfaches Kri-
terium für gemeinsame Indexteiler.. Hensel (Joum. f. Math., Bd.113. 8.128-160
(1894») leitet ein weiteres Kriterium ab, indem er die Bedingung dafür aufstellt,
daB die Indexform k (Xl t .... , X,J zu (1) für alle ganzzahligen Werte der xi, einen
gemeinsamen Teiler hat.. Durch diese Untersuchung gelang es auch HenseI, die
K rOD ecke rsche Vermutung zu beweisen, daß für Körper mit gemeinsamen Index-
teilern immer Erweiterungskörper K derart existieren, da8, wenn die Variablen Xi
in (1) alle ganze Zahlen in K durchlaufen, keine gemeinsame Idealteiler der ent-
sprechenden Werte der Indexform. vorkommen können.
Das Henselsche Kriterium zeigt, daß für einen gemeinsamen Indexteiler p
gleich p < n(n;- 1) ist. E. v. Zylinsky (Math. Ann., Bd. 73, S. 273-274 (1913»
beweist unter Anwendung des Dedekindschen Kriteriums, daß sogar p < ft ist.
K. Bauer (Math.. Ann., Bd.64, S.573-576 (1907» zeigt umgek.ehrt, daß, wenn
diese Bedingung erfüllt ist. auch immer Körper n ..ten Grades existieren, 'Worin p
gemeiosa.mer Indexteiler ist. Weiter wird die Existenz von Indexteilem mit
speziellen EigeDSehaften nachgewiesen. Diese Resultate folgen auch sofort aus
dem allgemeinen Existenzsatz für Körper mit vorgeschriebenen Primidealserlegungen
gegebener Primzahlen (H. Hasse, Matb. Ann.. Bd. 95, S.229-288 (1925); O. Ore t
}fath. Zeitsehr., Bd.20, S. 267-279 (1924». On.
XVI.
Bur la theorte des nombres complexes tdeaux, (Extrait
d'une lattre adresaäe a M. Hermite.)
[Comptes rendus hebdomadaires des seances de I' Academie des Sciences, Paris,
Bd. 90, S. 1205-1207 (1880).]
Je prends la liberte de vous communiquer la remarque suivante
sur les theoremes signales par M. Sylvester dans les Oomptea re:nd'U8
des 16 et 23 fevrier, lesquels se rapportent a qnelques congruences
ressortant de la theorie de la division du cerele, Comme toute la
theorie des congruences est entierement contenue dans celle des
idiaux, les theoremes de M. Sylvester ne sont que des consequences
tres speciales d'nn seul theoreme, par leqnel sont definis tons les
ideaux qui se rencontrent dans la theorie des nombres, composes
rationnellement de racines de l'nnite. Ce theoreme, comme je l'ai
deja fait remarquer dans le § 27 de mon Memoire Bur la th/orie
de8 nombree entiers aJ,gebriques (Paris, 1877, p. 109), se dednit facile-
ment des resultats obtenus par M. Kummer, a l'aide de certains prin-
cipes generaux dont l'exposition complete depssserait las bornes de
cette Communication; pour le moment, il suffira d'enoneer le theo-
reme en question,
Soit (J une raeine primitive de l'equation8m = 1; l'ensemble
Km da tous les nombres 1'J = F(8) qui se deduisent de 8 par les
operations rationnelIes de l'Arithmetiqne constitue ce que j'appelle un
eorp« de nombres; la theorie des ideaux da ce corps cyclotomique
Km, dont le degrl~ est egal a q> (m), a ere etablie par M. Kummer
(Memoires de l' Academie de Berlin, 1856). Prenons maintenant UD
nombre determine iJ/ = F (8), et cherchons le degre n da l't~quation
irreduetible 111 ('1) == 0, dont 'I esi Ja meine; pour 001&, il faut con..
siderer Je systeme de tous les nombres entiers rationnels qui sont
premiers arec tri et inoongrus suiTsnt 1ft; parmi ees nombres, dont
Je nombre est egal a rp(m), il y a UD systeme (1), eomprenant tous
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N(y) = pi.
Ce theoreme general revient a. celui de M. Kummer pour le cas
,. = 'P(m~
Dans an Memoire BUr 1& dependsnce entre 1& theorie des eon..
gruences et celle des idesux (Göttingue, 1878), fai demontre que les
equations irreductJ.oles de degre " auxqnellea satisfont les nombres
entiers d'un eorps qnelconque aß de degre n, priaes par rapport a
les exposants k, qui satisfont a la condition F «()h) == F (0) et qni
forment UD groupe, c'est-ä-dire que le produit de deux quelconques
d'entre enx se trouve dans le meme systeme (h); le nombre de ces
exposants 11, est fJJ (m) .
n
L'ensemble de tons les nombres m = 1(71), eomposes rationnelle-
ment de '1, constitne UD eorps cyclotomique ,Q de degre n, lequel
est un diviseur du corps Km. Reciproquement, Bi ~ est UD corps
dont tous lee nombres sont contenus dans le corps Km, il existe
toujours des nombres 'TJ qui engendrent le corps a de la maniere
indiquee ci-dessus, Le corps a est completement determine par le
groupe (k), et a chaque groupe (A) correspond UD corps a.
Apres avoir rappele ces principes bien connus de la theorie de
la division du cercle, je vais maintenant proposer le theoreme general
snr les ideaux d'un tel corps cyclotomiqne Q,. En me servant des
notations dont j'ai fait usage dans le Memoire eire plus haut, je
designe par 11 l'ideal principal consistant en tons les nombres entiera
contenns dans le corps~. Soit P UD nombre premier quelconqne
(rationnel, positif); on peut poser m = m' p', Oll p' designe la plus
haute pnissanee de p, laquelle divise le nombre fn; soit en outre
(p')~ le nombre de tous eeux, parmi les nombres h contenns dans
9
le groupe (A), qui sont egaux a 1 (mod. m'), et soit I le plus petit
exposant positif qui satisfasse a 1& condition que pi soit congru,
suivant le module m', a l'un des nombres h du groupe (h); alors Je
degre n du corps a. sera divisible par le produit ts. et, si l'on pose
n == ejg, on anra la decomposition
v-p = ('14'2 .•. lJe)',
Oll les e ideanx premiers ~ sont differents entre eux; le degre de
ces ideaux est egal a f, e'est-ä-dire qne lenr norme est donnee par
l't~quation
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UD module premier p, se resolvent en facteure irreductibles, dont les
-degres coincident, en general, avec les degres des ideaux premiers l'
qui divisent le nombre p. Par suite, la condition ponr que ces eon-
gruences aient des racines commeneurables [*)] consiste dans l'existence
d'un tel ideal l' dont le degre soit egal a 1. En faisant l'application
-de ee fait a notre exemple, Oll il s'agit des eqnations tP (7]) = 0 de
la division du cercle, on voit bien que les raeines z de la con-
groence cyclotomique 1/J(z) - 0 (mod. p) ne seront commensurables
-que dans Je cas f = 1, c'est-ä-dire dans le cas que p soit congru,
suivant le module m', a l'un des nombres h du groupe (h). Ponr
descendre finalement de Ja theorie generale aux theoremes de M. Syl-
vester, il suffit d'observer que le corps ~ lln degre I rp(m), qui pro-
vient du nombre 1J = 8 + (J-l, correspond an groupe (k) des deux
nombres h - + 1 (mod. m)[**)].
[*) D. h. im rationalen Bereiche lösbar sind.]
[**) Syl vester hat in zwei Noten [Compt. rend., Bd.90, S.287-289, 345
--:"'347 (1880)] gezeigt, daß dieses spezielle Polynom "P(x), abgesehen von Teilern
'Von m, nur Primzahlteiler von der Form p = tm ± 1 haben kann.]
XVII.
Reponse a une remarque da M. Sylvester concernant
les LeQoRs sur 1& theorie des nombres da Dirichlet.
[Oomptes rendus hebdomadaires des seances de PAcademie des Sciences, Paris.
Bd.•91, S. 154-156 (1880).]
Dans le § 47 de la ZahlentheO'fie de Dirichlet (3 6 ed., p.. 110)t
Oll il s'agit de l'algorithme connu qui sert a determiner la valeur
du symbole (:), on reneentre cette phrase: "Es zeigt sich nun, daß
die damals notwendige Zerlegung in Primzahlfaktoren (abgesehen
von dem Faktor 2) ganz überflüssig geworden.". Ce passage a donne
lieu a la remarque suivante da M. Sylvester (Oumpte8 rendus du
10 mai 1880, p.1105): "Ce qui preeede ici rend evident (il me
sembIe) que cette exclusion du nombre 2 (due probablement a quelque
mesintelligenee de la part des auditeurs de Dirichlet) est elle-möme
(überJZÜ88ig) superflue". Je me permets de repondre a )1 Sylvester
qua Ba remarque, dont je n'ai an connaissanee qu'aujoard'hui,
11 jnillet 1880, repose snr UR malentendu de sa part, an ce qu'il
prend pour synonymes les deux mots super/lu et evitable. En'
designant comme snperflue une operation, on vent bien dire qu'elle
est aussi evitable; mais la reciproqne n'est pas juste; une operatien
evitable peut en meme temps etre tres-ntile, et dang ce cas elle n'est
pas du tout superflue, Comme M.. Sylvester I'a remarqne dans une
Note anterienre (Oomptes re:rulus, du 3 mai 1880, p. 1054), il est.
evident qu'on peut toujours former nne chaine reductive impaire
dont les deux premiers termes sont des nombres impairs donnäs. Je-
me pennets d'ajouter que certainement cette evidence n'a pu echapper
apersonne et que l'algorithme de M. Sylvester coincide a peu pres
avec eelni que Eisenstein a pnblie il y a trente-six ans (Journal de
Orelle, t. 27, p.. 317); mais, an excluant les restes pairs et en evitant.
ainsi la decomposition relative an nombre 2, on est amene tm 8OU-
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vent a une chaine rednetive beaneoup plus longue; sans aucun
doute, l'illustre geometre anglais se serait apercn de cette eir-
constance s'il avait voulu traiter, non seulement 1e deuxieme et le
troisieme, mais aussi le premier des exemples propcses a l'endroit
eire da Ja Zahlentheorie (p. 110). En effet, pour calculer d'apres
Ja methode des restes impairs la valeur du symbole (1386: 7) ' il faut
former la chaine reductive contenant les 21 nombres suivants:
1847, 365, - 343, - 321, 299, 277, - 255,
- 233, 211, 189, -167, -145, 123, 101,
- 79, - 51, 35, 13, 9, - 5, ~ 1,
tandis qua, dans la methode des plus petits restes, il suffit de former
senlement les denx ehaines
1847, 365, 22 et 365, 11, 2.
Je suis persnade que tout calculateur preferera la derniere
methode, et j'en conclus que la oonservation des restes pairs et de
la decomposition relative an nombre 2, bien qu'elle soit evitable,
n'est pas du tout superflue, comme Je veut M. Sylvester. Je Iaisse
done an lecteur le soin de juger de qnel cow se trouve la mesintelli-
gence; sans doute, j'aurais pu eviter d'entrer dans cette disoussion,
provoqnee par M. Sylvester, mais j'espere que ma reponse ne sera
pas tout a fait superflue,
xvw.
Theorie der algebraischen Funktionen einer
Veränderlichen.
[In Gemeinschaft mit Heinrich Weber veröffentlicht im Journal für reine
und angewandte Mathematik, Bd.92, S.181-290, 1882 (datiert Oktober 1880).]
Einleitung.
Die im nachstehenden mitgeteilten Untersuchungen verfolgen
den Zweck, die Theorie der algebraischen Funktionen einer Ver-
änderlichen, welche eines der Hauptergebnisse der Riemannschen
Schöpfung ist, Ton einem einfachen und zugleich strengen und völlig
allgemeinen Gftichtspunkt aus zu begründen. Bei den bisherigen
Untersuchungen über diesen Gegenstand werden in der Regel gewisse
beschränkende Voraussetzungen über die Singularitäten der betrachteten
Funktionen gemacht, und die sogenannten Ausnahmefälle entweder
als Grenzfälle beiläufig erwähnt oder auch ganz beiseite gesetzt.
Ebenso werden gewisse Grundsätze über die Stetigkeit und Entwickel-
barkeit zugelassen, deren Evidenz sich auf geometrische Anschauung
verschiedener Art stützt. Eine sichereBasis für die Grundvorstellungen
sowie für eine allgemeine und aasnebmslose Behandlung der Theorie
läßt sich gewinnen, wenn man Ton einer Verallgemeinerung der Theorie
der rationalen Funktionen einer Verä.nderlichen, insbesondere des
SaUes, daß jede ganze rationale Funktion einer Veränderlichen sieh
in lineare Faktoren zerlegen läßt, ausgeht. Diese Verallgemeinerung
ist einfach und bekannt in dem ersten Falle, in welchem die 'fon
Riemann mit p bezeichnete Zahl (das Geschlecht nach Clebsch)
den Werl Null hat. Für den allgemeinen Fall, welcher sich zu dem
eben geD&mlten iImlieb Terhält, wie der Fall der allgemeinsten alge-
braischen Zahlen In demjenigen der rationalen Zahlen, wiesen die
mit bestem Erfolge in der Zahlentheorie angewandtenMethoden, die
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sich an Kummers Schöpfung der idealen Zahlen anschließen, und
der Übertragung auf die Theorie der Funktionen fähig sind, auf
den richtigen Weg *)..
Versteht man, analog der' Zahlentheorie, unter einem Körper
algebraischer Funktionen ein System solcher Funktionen von
der Beschaffenheit, daß die Anwendung der vier Spezies auf Funktionen
des Systems immer zu Funktionen desselben Systems führt, so deckt
sich dieser Begriff vollständig mit dem der Riemannschen Klasse
algebraischer Funktionen. Unter den Funktionen eines solchen Körpers
kann eine beliebige als unabhängige Veränderliche und die übrigen
als von ihr abhängig betrachtet werden. Für jede dieser "Darstellungs-
weisen" ergibt sich ein System von Funktionen des Körpers, die als
ganze Funktionen zu bezeichnen sind, deren Quotienten den ganzen
Körper erschöpfen. Unter diesen ganzen Funktionen lassen sieh nun
wieder Gruppen von Funktionen aussondern, welchen die charakte-
ristischen Merkmale solcher ganzen rationalen Funktionen zukommen,
die einen gemeinschaftlichen Teiler haben. Ein solcher Teiler existiert
zwar im allgemeinen Falle nicht, wenn man aber die bezüglichen
Sätze über rationale Funktionen nicht an den Teiler selbst, sondern
an das System der durch denselben teilbaren Funktionen knüpft, so
gestatten sie eine vollkommene Übertragung auf die allgemeinen alge-
braischen Funktionen. Auf diese Weise gelangt man zu dem Begriff
des Ideals, ein Name, der aus K nmmers zahlentheoretischen Arbeiten
stammt, wo die nicht existierenden Teiler als "ideale Teiler" in die
Rechnung eingeführt werden.
Obwohles sich in der vorliegenden Arbeit keineswegs um "ideale"
Funktionen handelt, sondern alle Operationen nur an Systemen wirklich
existierender Funktionen ausgeführt werden, schien es doch zweck-
.) Die idealen Zahlen sind TOD Kummer suem eiDgeführt durch die Ab-
handlung: Zur Theorie der komplexen Zahlen (Crelleslournal, Bd, 35); eine
weitere Fortftilmmg und eine allgemeine Darstellung der Theorie der algebraischeJl
Zahlen findet lD&Il in der sweiten und dritten Außage von.Dirichlets Vorlesugen
über Zahlentheorie, lOlrie in der Abhandlung von Dedekind: Sur la theorie
des Dombres entiers algebriques (Paris 1877. Ahmet aus dem Bulletin
d. Seienees math. et astroD.. von Darboux ud Hoüel). Die KeDDtnis dieser
Schriften wird aber in userer Arbeit Dirgends voraugesetsL
Au mündlichen Mitteilungen ist 1ID8 jetst bekannt «8WordeDt daß bereits vor
JaJarea IrODlcter mit BesiehUD« auf die Arbeiten VOD W'eierstraa Unter·
.....pn aapatellt hat, die auf derselben Graadlage, wie die usripa, beruhen.
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mäßig, den Namen "Ideal", der in der Zahlentheorie bereits gebräuchlich
ist, beizubehalten
Mit diesen Idealen läßt sich nach gehöriger Erklärung der
Multiplikation ganz nach denselben Regeln rechnen, wie mit rationalen
Funktionen. Insbesondere ergibt sich der Satz, daß jedes Ideal auf
eine einzige Weise in Faktoren zerlegbar ist, welche selbst nicht
weiter zerlegt werden können und daher Primideale genannt werden.
Diese Primideale entsprechen den linearen Faktoren in der Theorie
der ganzen rationalen Funktionen. Auf Grund derselben gelangt
man zu einer völlig präzisen und allgemeinen Definition des "Punktes
der Riemannschen Fläche", d, h. eines vollkommen bestimmten
Systems 'Von Zahlwerten, welche man den Funktionen des Körpers
widerspruchslos beilegen kann.
Eine darauf gegründete formale Definition des Differential-
quotienten führt sodann zn der Geschlechtszahl und zu einer ganz
allgemeinen, eleganten Darstellung der Differentiale erster Gattung.
Hieran schließt sich der Beweis des Riemann-Rochschen Satzes
über die Anzahl der willkürlichen Konstanten in einer durch ihre
Unendliehkeitspunkte bestimmten Funktion, und die Theorie der
Differentiale zweiter und dritter Gattung. Bis zu diesem Punkte
kommt die Stetigkeit und Entwiekelbarkeit der untersuchten Funktionen
in keiner Weise in Betracht. Es würde z. B. nirgends eine Lücke
bleiben, wenn man das Gebiet der benutzten Zahlen auf das System
der algebraischen Zahlen beschränken wollte. Dadurch wird ein
wohl abgegrenzter und ziemlich umfassender Teil der Theorie der
algebraischen Funktionen lediglich durch die seiner eigenen Sphäre
angehörigen Mittel behandelt.
Freilich ergeben sich alle diese Resultate durch einen weit
geringeren Aufwand von Mitteln und als Spezialfalle einer viel-
umfasaenden Allgemeinheit aus R i e man n 8 Theorie; allein es ist
bekannt, daß diese Theorie bezüglich einer- strengen Begründung
noch gewisse Schwierigkeiten bietet, und bis es gelungen ist, diese
Schwierigkeiten 'Vollständig zu überwinden, dürfte der von uns be-
tretene Weg oder wenigstens ein verwandter, wohl der einzige sein,
der für die Thorie der algebraischen Funktionen mit befriedigender
Strenge und Allgemeinheit zum Ziele führt. So würde sieh die
Theorie der Ideale selbst außerordentlich vereinfachen, wen man
den Begriff der Riemannscben Fläche und insbesondere den eines
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Punktes derselben samt den auf die Stetigkeit der algebraischen Funk-
tionen gegründeten Anschauungen voraussetzen wollte. In unserer Arbeit
ist umgekehrt auf einem langen Umwege die Theorie der Ideale alge-
braisch begründet und aus dieser eine vollkommen präzise und strenge
Definition des "Punktes der Riemannschen Fläche" gewonnen, welche
auch als Basis für die Untersuchung der Stetigkeit und der damit
zusammenhängenden Fragen dienen kann. Diese Fragen, wozu auch die
auf die Ab eIschen Integrale und die Periodizitätsmoduln bezüglichen
gehören, bleiben von unserer Untersuchung einstweilen ausgeschlossen.
Wir hoffen bei einer anderen Gelegenheit darauf zurückzukommen.




Eine Variable 8 heißt eine algebraische Funktion einer un-
abhängigen Veränderlichen z, wenn dieselbe einer irreduktibeln alge-
braischen Gleichung
(1) F(O,z) = 0
genügt. F bedeutet hierin einen Ausdruck von der Form
F(8,z) = aoOn+atOn-l+ ... +an-18+a",
worin die Koeffizienten ao, a1, · · · an ganze rationale Funktionen von
zohne gemeinschaftlichen Teiler sind. Die vorausgesetzte Irreduktibilität
der Gleichung (1) involviert, daß 8 nicht einer Gleichung niedrigeren
Grades in bezug auf 8 genügt, und, wie sich aUB dem Algorithmus
des größten gemeinschafliehen Teilers ergibt, wenn
O(O,z) === bo(}- + b, 8-- 1 + ... + b..- 18 + bm = 0
eine zweite Gleichung ist, welcher 8 genügt, daß (}(6, z) durch F «(J, e)
algebraisch teilbar sein muß. Es läßt sich nun nachweisen, daß G (8, z)
auch in bezug auf z nicht von niedrigerem Grade sein kann als F (8, z)
und nur dann vom selben Grade, wenn sich aus G(8, z) ein von z
unabhängiger Faktor absondern läßt. Nehmen wir an, die Koeffizienten
b., b1 , . · . b. seien von gemeinschaftlichen Faktoren befreit, und be..
zeichnen wir mit
H (8,z) = Co8--. + Cl 8--.-1 +.. ·+Cm - tl
den Tom Nenner befreiten Quotienten von G durch F, 80 ist
1:9(8,z) = :F(8,z)·H(8,z~
Declekiad, Gnammelte Werb, I. 16
oder wegen (2)
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worin 1c eine ganze rationale Funktion von z ist, und die Vergleichung
der Koeffizienten ergibt
kbo = aoco,
kbt = aOct + a1Co,
kbs = aoe l + Gt Cl + a t Co,
...............
worin die c., Cl' ••• C.- n gleichfalls ohne gemeinschaftlichen Teiler
vorausgesetzt werden können..
Hieraus folgt zunächst, daß k konstant sein muß, und = 1 ge-
setzt werden kann; denn ist durch irgend einen Linearfaktor von
k Go, a t , ••• ar-t, co, Cl' · .. C,-l teilbar, ar 7 es nicht teilbar, 80 folgt aus
kbr +8 = ...a,.-l C,+ 1+ are, + ar +l C,-l + ...
der Widerspruch, daß a,. e, durch denselben Linearfaktor teilbar sein
müßte. Hieraus aber folgt weiter, daß der Grad von G(8,z) in
bezug auf z gleich ist der Summe der Grade von F und H in bezug
auf z; denn sind ar , c, die ersten unter den Koeffizienten a, e, deren
Grad den Maximalwert erreicht, so folgt 'Wieder aus
b,.+. = ..·Gr-t C, + l + a,.c, + tJr +1 c_ 1 + ... ,
daß der Grad von b;+. gleich der Summe der Grade Ton a; und
C, ist.
Dividiert man die Gleichung (1) durch Go, 80 kann dieselbe auch
in die Form gesetzt werden
(2) f «(J, z) = 8ft + 61 0"-1 + .. ·+ 6.-1 8 + bfl = 0,
worindie Koeffizienten b1, bl , • • • bta auch gebrochenerationale Funktionen
von z sein können.
Das System aller rationalen Funktionen von 0 und z, cz, (8,z),
hat die Eigenschaft, daß seine Individuen sich durch die elementaren
Rechenoperationen, Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division
reproduzieren, und dies System wird daher als ein Körper alge-
braischer Funktionen a vom Grade 'n bezeichnet. Ist zunächst
cp(fJ) eine ganze rationale Funktion Ton fJ, deren Koeffizienten
rational VOD z abhängen, so kann man durch algebraische Division
zwei eben solche Funktionen q(0), r (8) bestimmen, von denen die
zweite den Grad n - 1 nicht übenteigt, 80 daß




Ist rp (0) durch 1(0) nicht teilbar, so haben diese beiden Funktionen
[wegen der vorausgesetzten Irreduktibilität von 1(8)] keinen Teiler
gemein, und daher lassen sich durch die Methode des größten ge-
meinschaftlichen Teilers zwei Funktionen f1 (8), !Pt(0) 80 bestimmen, daß
f (0) 11 (0) + rp (0) CfJt (0) == 1,
1
CPl (8) = cP (8) ·
~U8 diesen beiden Bemerkungen, zusammengenommen mit der Vor-
ausaetsnng der Irreduktibilität von 1(8) ergibt sich der folgende
Lehrsatz. Jede Funktion t des Körpers a läßt sich auf
eine einzige Weise in die Form setzen:
t == 2:0 + Xl (J +·., + Zn_1 81&-1,
worin die Koeffizienten xo, Xl' •.. 2:71- 1 rationale Funktionen
Ton z sind. Umgekehrt gehört jede Funktion dieser Form
selbstverständlich dem Körper a an.
Wählt man unter den Funktionen des Körpers a n beliebige aus:
1/1 = Z~1) + Z~l) 8 +.. ·+ Z~l:'1 8n - 1,
_ ,.(1) + ,.(2) 8 + ... + ~(2) On-l
'ls - .,0 ....1 ""'1&-1'
n« == a~1I) + :z:~fI) (J +... + X~~l On-I,
jedoch 80, daß die Determinante
~ + n-(l) ~2) ",*(n)
~ _ "0 1· • • IC1n-l
nicht identisch Null ist, 80 ergibt sich, daß jede Funktion des Körpers .Q
auch in der Form dargestellt werden kann
~ == !/1111 + YI "ll + ... + 1/,. '1ft,
de~ Koeffizienten 111' YI,···!lft rationale Funktionen von z sind. Ein
solches System von Funktionen 711' 'I.,' ··1]ft soll eine Basis des
Körpers .Q heißen.
Damit ein Funktionensystem '11' IfJs'··· '1" des Körpers Q eine
Basis desselben bilde, ist erforderlich und hinreichend, daß zwischen
ihnen keine Gleichung (Identität) von der Form
111 '11 + fll 'I. '+ ... + y" "I. = 0
bestehe, in welcher die Koeffizienten 111' Yt,"·· 1/,. nicht sämtlich
Tersehwinden. Beispielsweise bilden die Funktionen 1, 8, 81, ••• 8-- 1




Normen, Spuren und Diskriminanten.
Wählt man zur Darstellung der Funktionen von a eine beliebige
Basis '11' t'J1' - .• 'In, BO kann man, wenn t irgend eine Funktion in ß
bedeutet, setzen:
\
t 711 == YI; 1 '11 + Yl, I 1/1 + -··+ Yl; n 11n,
(1) t"1.=Y2,1"11+Y2,''1.+···+Y2, .. ''1'',
. i"1~" ~":1~1·+~..,·2~'+··:·+·Y~~~":
worin die Koeffizienten yt, t' rationale Funktionen von z sind. Hieraus
ergibt sich die Gleichung
Yl, 1 - t, Yl,~h • .• YI,n
Y2, I' Y2,2 - t, ... 1/2,1&
Yn, I' Yn, I, • • - Yn, n - t
welche, nach Potenzen von t geordnet, die Gestalt hat
(3) rp(t) = ~+blt"-I+ ... +b1l-1t+bn = 0
und, wie sich aus dem Multiplikationssatz der Determinanten ohne
Schwierigkeit ergibt, von der Wahl der zngrunde gelegten Basis '11'
'1" •. • 'In ganz unabhängig ist. Von den Koeffizienten b1 , bi , · · · b"
der Funktion qJ, welche sämtlich rationale Funktionen von z und durch
die Funktion t vollkommen bestimmt sind, sollen ~ei, die in der
Folge von Wichtigkeit sind, durch besondere Namen ausgezeichnet
werden. Die Funktion
(4)
Yl, l' Yl, 2' ~ •• Yl, ft
Y2, l' YI, 117 ••• Y2, n
t (111 '11 + 1/1 fit +... + !I,.'I.) -== 0,
also, da '11' '11'·· -11. eine Basis von Q bilden, t = o.
Y-, l' Yn,2, ••• Yrl,R
heißt die Norm der Funktion t, und wird mit N <t) bezeichnet
Von dieser Funktion gelten folgende Sätze.
1. Die einzige Funktion, deren Norm identisch verschwindet, ist
die Funktion "Null"; denn macht man in dem System (1) die Annahme
daß N (t) = 0 sei, so folgt, daß sich ein System rationaler Funktionen




2. Die Norm einer rationalen Funktion von z ist die nie Potenz
dieser Funktion. Denn ist t rational, so reduzieren sich die Gleichungen(!)
auf die Identitäten 'fJh = t n», woraus N (~) = tn folgt.
3. Ist t' irgend eine zweite Funktion des Körpers.ß und das
dem System (1) entsprechende Gleichungssystem für diese Funktion
I
~' f/h == :2 y~, t 110
so folgt:
t, t'
~ ~' 'lh == :2 Yh, 1 Y:, t' 1}t'
und daraus nach dem Multiplikationssatz der Determinanten
N (t t') == N (~) N (t')·
4. Aus 2. und 3. folgt:
N(,)NG) = 1,
N(f,) = ;g~).
5. Endlich ergibt sich aUB der Definition der Funktion cp, (2),
(3) der wichtige Satz: Ist t eine beliebige Konstante (oder auch eine
rationale Funktion von e), so ist
tp(t) = N(t-~).
Es soll sodann die Funktion
(5) - b1 == Yl, 1 + Y2, 'J +···+ Yn, n
die Spur von t genannt und mit 8 (t) bezeichnet werden. Für diese
ergeben sich unmittelbar aus der Definition die Sätze:
(6) 8(0) = 0,
(7) 8(1) = ft.
Und wenn x eine rationale Funktion Ton z, ferner t, f zwei Funk-
tionen in Q bedeuten:
(8) 8(xt) = z8('),
(9) S(t + t') = 8(') + 8 (tj·
Es hat sich aus dieser Betrachtung ergeben, daß jede Funk-
tion t in Q einer Gleichung ",ten Grades, «p(t) = 0, genügt,
deren Koeffizienten rational von zabhängen. Wenn diese
Gleichung ineduktibel ist, so bilden die Funktionen 1, t, ti, .. · "'-1
eine Basis von Q. Im andem Falle sei
(10) 9'1(') = ce + b~t '-1 +...+ b~-lt+ b~ = 0
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die Gleichung niedrigsten Grades, deren Koeffizienten in z rational
sind, welcher die Funktion t genügt, und mithin qJJ (t) == 0 irreduk-
tibel, e< 71. Da gleichwohl cp (t) verschwindet, so muß cp (t) durch .
'Pt (t) algebraisch teilbar sein, und wie in § 1 ergibt sich, daß jede
rationale Funktion '1 von z und t in der Form darstellbar ist
'IJ = %0 + Xl t + ... + Xt - 1 te-I,
deren Koeffizienten 2:0, Xl' ••• %e-1 rational von z abhängen *). Ist nun
8' + 711 8'- 1 + ... + "11-1 (J + "lf === 0
die Gleichung niedrigsten Grades, welcher 8 genügt, deren Koeffizienten
rational von z und' abhängen, 80 besteht zwischen den e , f Funktionen
(11) ~h 8k (h = 0, I, ... e-1 ; k = 0, 1, •• • /-1)
keine lineare Gleichung mit rational von z abhängigen Koeffizienten,
während jede Funktion in .Q, linear mit rational von z abhängigen
Koeffizienten durch diese Funktionen darstellbar ist. Es ergibt sich
daraus, daß dieselben eine Basis von a, bilden, und daß sonach
e.] = n,
also e ein Teiler von n ist.
Wendet man die Basis (11) zur Aufstellung der Norm von C an,
80 erkennt man leicht mittels der Gleichung (10), daß
N(t) = «-lrb~Y = (-l)Ab!
wird. Da ferner für ein beliebiges konstantes t die Funktion t ~ t
einer Gleichung von demselben Grade genügt wie t, so ergibt sich
der Satz:
Die Funktion fJJ(t) (3) ist entweder irreduktibel oder
eine ganze Potenz einer irreduktibeln Funktion.
Ist 111' 1Ji' •.• "/n ein beliebiges System von n Funktionen in 9"
gleichviel ob dasselbe eine Basis bildet oder nicht, 80 führen wir
eine zu diesem System gehörige rationale Funktion von z ein, die wir
als dessen Diskriminante, LI('11' '11'·· . 71.) bezeichnen und folgender-
maßen definieren IS (fli 711)' S (711 'fIJ, ... S(fh 'I..) I
(12) LI ('11.71,.'" 'I..) = I~ (~•.'I~),. ~ (~'.'fI~'. · : .. ~(~. ~..~ •
ls ('1" 'l1~ 8 (11n '7J1)' ••• ' 8 ('I- 'In)
*) Aus der Gleichung "1 (,)= 0 entspringt eiD Körper algebraischer JLpk-
tionen Q} vom Grade e, dessen Funktionen dmtlich· sugleich im Körper Q ent-
halten sind, und der daher als ein Teller des Körpen Q beseiclmet werden bDn.
80 folgt:
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Die Diskriminante ist dann und nur "dann nicht identisch
Null, wenn die Funkt.ionen e., '12'·· -1Jn eine Basis von abiiden.
Um den ersten Teil dieser Behauptung zu beweisen, nehmen
wir an, es sei L1 (fit, 712' •. • f/n) == o. Es läßt sich unter dieser
Voraussetzung ein System rationaler Funktionen Yt, s»:': Yn. von z,
die nicht alle identisch verschwinden, 80 bestimmen, daß
111 S ('11 'Tj,,) + Y2 S (1]2 flk)+ ·.. + 1In S (fln'lk)
== S {fJl: (Yl 711 + Y2 '1Jj +·.. + Yn t]n)) = o.
(k = 1, 2,··· n)
Wählt man daher ein System rationaler Funktionen Xl' XI'··· Xn
von z, ganz beliebig und setzt: .
Yl111 + Y2'YJ2 +··.+ Y. '1n = 'I,
Xl '11 + X, fJ2 +··.+ Xß "In = t,
8(t7J) = o.
Wenn aber die Funktionen fJl' '12'··· 'In eine Basis von ~ bilden,
80 kann t jede beliebige Funktion in &2" also, da "1 nicht verschwindet,
beispielsweise auch.!.. sein. Dann ist aber die letzte Gleichung
'1
sicher nicht erfüllt, und es kann also unter dieser Voraussetzung
die Diskriminante von '11' 7J2' ••• n« nicht identisch verschwinden.
Halten wir die Annahme fest, daß '11' '12' .. · "In eine Basis von SI.
sei, und setzen:
7Jk = Xl, k '11 + %2, k '11 + ... + X", k '1ft , (i = 1, 2, •• "JI)
so bilden die Funktionen fJ~, ~;, ••• 'l~ eine Basis von Q oder nicht,
je nachdem die Determinante der rationalen Funktionen zA, i von Z
X = ~+Zl,lX!,1 .... z"'.
Von Null verschieden ist oder nicht. Nun ist aber
&, c'S(~ia7Ji) . ~ Zt,h Xe', k S ('11 'lt') ,
1, ft
und daraus ergibt sich nach dem Multiplikationssatz der Deter ...
minanten der Hauptsatz über die Diskriminanten
(13) .d ('1~, '1;, ... '1~) = XILI('11' '1s, · .. '1ft),
woraus auch die Richtigkeit des zweiten Teils der obigen Behauptung
erhellt, daß die Diskriminante eines FunktionensysteD18 stets dann
identisch Terschwindet, wenn dasselbe keine Basis von Q bildet,
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§ 3.
Das System der ganzen Funktionen von z im Körper D.
Definition. Eine Funktion tD des Körpers a, soll eine ganze
Funktion von z heißen, wenn in der Gleichung niedrigsten Grades,
welcher dieselbe nach § 2 genügt:
(1) fJJ (CD) === mt- + b1 rot--l + ... + be- 1 m + b~ == 0,
die Koeffizienten 61 , b2 , ••• b, ganze rationale Funktionen von z
sind; im entgegengesetzten Fall heiße sie eine gebrochene Funktion.
Der Inbegriff aller ganzen Funktionen von z in ~ soll mit 0 bezeichnet
werden. Da nach § 2 N (t - w) eine ganze Potenz von qJ (e) ist, 80
folgt, daß für eine ganze Funktion Gl auch die sämtlichen Koeffizienten
von N (t - m) ganze rationale Funktionen von z sind, also insbesondere:
1. Die Norm und die Spur einer ganzen Funktion sind ganze
rationale Funktionen von z.
Aus der Definition der ganzen Funktionen ergibt sich ferner:
2. Eine rationale Funktion von z gehört dann und nur dann zu
dem System 0, wenn sie eine ganze rationale Funktion von z ist.
3. Jede Funktion "I in ~ kann durch Multiplikation mit einer
Ton Null verschiedenen ganzen rationalen Funktion von z in eine
Funktion des Systems 0 verwandelt werden. Denn es genügt '7J nach
§ 2 einer Gleichung niedrigsten Grades von der Form.
60 'I' + b1'1'-1 + ... +b'-l fJ + b, == 0,
deren Koeffizienten ganze rationale Funktionen von z sind, und diese
geht durch die Substitution 60 fJ = GJ in eine Gleichung von der
Form (1) für Ci) über.
4. Eine Funktion CD des Körpers J!, welche irgend einer Gleichung
von der Form genügt
1/J(m) = OJm+ Ct Glm- 1 + ... + C..-tCD +C. = 0,
in welcher die Koeffizienten Cl'··· c,. ganze rationale Funktionen von z
sind, ist eine ganze Funktion. Denn ist
tp (co) = me + b1 me- 1 + ... + be-lID +be = 0
die Gleichung niedrigsten Grades, welcher G) genügt, 80 muß 1/1 (0))
durch tp <(0) algebraisch teilbar sein:
t/J (0)) = «p (CD) %(0),
'Was, wie leicht zu zeigen ist, zur Folge hat, daß auch die Koeffizienten
Ton 9'(m) und I(G) ganze. rationale Funktionen 'fon z sind (Gauß,
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Disq. Ar. art. 42). Hieraus ergibt sich der Hauptsatz über die ganzen
Funktionen:
5. Summe, Differenz, Produkt zweier ganzen Funktionen
sind wieder ganze Funktionen.
Sind nämlich ro', ro" zwei ganze Funktionen in .Q, welche resp.
den Gleichungen genügen
m'n
t + b~ m'n' -1 + + b~, -1 ro' + b~, === 0,
fij"n" + b~ m"n"-I + + b~~'_1 m" + b~" = 0,
so kann man, wenn man unter Olt, 0)2' • •• mm die m == fi' n" Produkte
m'h' m"h" (h
'
:::::; 0, 1, •• 0n' -I; h" = 0,1,· 00"" -1)
und unter CD eine der drei Funktionen fiJ' ±w", fiJ' (j)" versteht, setzen
mmm == Zm, 1 Oll + ... + Xm, mGJm,
worin die XA,A' ganze rationale Funktionen von z sind, und daraus
erhält man
Xl. I - m, Xl, i, • • • Xl, m
Z2, I' X2, 2 - 0), ••• X2, m
== 0,
Xm,2, ••• Xm,m-m
also eine Gleichung für CD, deren Koeffizienten ganze rationale Funk-
tionen von z sind.
Als Korollar ergibt sich hieraus, daß jede ganze rationale Funk-
tion von Funktionen in 0 selbst eine Funktion des Systems 0 ist.
6. Eine ganze Funktion m beißt durch eine andere ganze Funk-
tion a,' teilbar, wenn ein dritte ganze Funktion ra" existiert, welche
der Bedingung genügt
, "m= m o ,
Aus dieser Definition ergibt sich sofort:
Ist CD teilbar durch m', m' durch a/', so ist auch Ci) durch Ii/'
teilbar.
Ist m' und tiJ" durch fD teilbar, 80 ist auch al + m" durch (i)
teilbar, und allgemein: sind CD., COI , S.,··· durch tD teilbar, (0;,";,
CD~, • • • beliebige Funktionen in 0,. so ist auch CiJ~ GJ1 +mi GJ1 + co~ CD. + ···
durch CD teilbar.
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7. Bilden die Funktionen' '11' '11' · · . 1/'1& eine Basis von a" 80
kann man (nach 3.) n von Null verschiedene ganze rationale Funk-
tionen von z, a 1 , GI' • •• an der Art bestimmen, daß
(01 = a1 '11' mJ == a. '11' • .• CDn = an 'rIn
ganze Funkti~nen sind, und diese bilden ebenfalls eine Basis von a, da
LI (0)1' W~jl' • •• aJn) == a: a: ··0 a: LI (111' '12' "1n)
von Null verschieden ist. Es gibt also Basen von ~, 011 , COs, •• • O)n,
welche aus lauter ganzen Funktionen bestehen, und die Diskriminante
einer solchen Basis ist, da S (m,. OlB) ganze rationale Funktionen von z
sind, selbst eine von Null verschiedene ganze rationale Funktion von z.
Jede Funktion von der Form
(2) 61 = Xl 0)1 + %26]1 + ·0 0 + ZR CDn ,
in welcher die Xl' XI' ••. Xn ganze rationale Funktionen von z sind,
gehört dann zu dem System 0; aber es ist durchaus nicht notwendig,
daß umgekehrt jede Funktion in 0 in dieser Form. darstellbar sei.
Nehmen wir also an, es existieren in 0 noch andere Funktionen
als die in der Form (2) enthaltenen, 80 müssen sich eine lineare
Funktion z - e und gewisse ganze rationale Funktionen Xl' ZI'·· 0 Xn ,
die nicht alle durch z - e teilbar sind, BO wählen lassen, daß
::1:1 611 + Zs CD, +···+ %n CD.
z-c
eine ganze Funktion ist. Die Ftmktionen Xl' X" ••• Xn lassen .sich
nun auf ihre nicht sämtlich verschwindenden konstanten Reste Cl'
C2 , ••• Cn in bezug auf z - e reduzieren, und daraus erhellt, daß auch
Ci) == Cl CDt + C1 G)2 +.o. + C"CDn
z-c
eine ganze Funktion ist. Ist Cl von Null verschieden, 80 bilden auch
die n ganzen Funktionen
G) und GJ1 , &13 , ••• co"
eine Basis von a und zugleich ist nach § 2 (13)
Cl
d (GJ, I'D., · · · " ..) = ( I )ll d (1'D1 , "" • • • co.,.),z-c
also von niedrigerem Grade als .d (mI' 0,,··· G)n). Da nun diese
beiden Diskriminanten ganze rationale Funktionen Ton z sind, so
gelangt man durch wiederholteAnwendung diesesVerfahrens schließlich
zu einer aus ganzenFunktionen bestehendenBasis von ~,.;., CD;, 0._. co;.,
deren Diskriminante im Grade nicht weiter erniedrigt. werden kann,
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und welche folglich die Eigenschaft hat, daß jede Funktion Gl in 0
in der Form enthalten ist
Ci) == Xl G1~+ X 2 ro; +···+ Xn m~
mit ganzen rationalen Funktionen von z als Koeffizienten.
Ein solches System soll eine Basis von 0 genannt werden.
Ist (01' (02'··' ron eine Basis von 0 und
m: == Xt,1611 + Xt,2aJ, + ... + xt,nWn, (t=1,2,···n.)
so wird das System m~, m;, ... ID~ dann und nur dann ebenfalls eine
Basis von 0 bilden, wenn die Determinante der ganzen rationalen
Funktionen xl, l'
X == :8+Xt,t X2,2··· Xn, n
eine von Null verschiedene Konstante ist. Denn nehmen wir an,
es habe diese Determinante irgend einen Linearlaktor z - c, so lassen
sich Konstanten Cl' CI"·· c", nicht sämtlich verschwindend, so be-
stimmen, daß die n ganzen rationalen Funktionen von z
Cl Xl, t + Ci Xi, t +·.. + CAXn, •
durch z -- o teilbar werden (d, h, für z = c verschwinden); dann
aber ist
Cl m~ + Ci co; + ···+ C-n co~
z-c
eine ganze Funktion und mithin m~, m;, · · · m~ keine Basis von o,
Da nun andererseits .
~ (m~, m; ... m~) == Xi LI (QJ' CD" ••• 61",)
ist, so folgt, daß die Diskriminante einer Basis von 0 von einem
konstanten Faktor abgesehen von der Wahl dieser Basis unabhängig
ist. Man erhält also eine vollkommen bestimmte ganze rationale
Funktion von z, wenn man in der Diskriminante einer beliebigen
Basis von 0 den Koeffizienten der höchsten Potenz von z durch Division
= 1 macht. Diese Funktion soll die Diskriminante des
Körpers a oder des Systems 0 genannt und mit LI (.ß) oder
LI (0) bezeichnet werden.
§ 4.
Die FunktionenmodulD.
Wir betrachten im folgenden Systeme von Funktionen, welche
wir Funktionenmoduln oder auch schlechtweg Moduln nennen und
folgendennaßen definieren. Ein Funktionensystem (in .Q.) beißt
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ein Modul, wenn sieh die Funktionen desselben durch Addi-
tion, Subtraktion und durch Multiplikation mit ganzen
rationalen Funktionen von z reproduzieren.
Bezeichnet man mit «1' a" ··· am irgend m gegebene Funktionen,
mit Xl' Xl'··· x. willkürliche ganze rationale Funktionen von z, 80
bildet der Inbegriff aller Funktionen von der Form
IX = Xl "1 + XI t; + ···+ x. *"'m
einen Modul. Ein solcher soll ein endlicher Modul genannt und mit
Q = [al' a l , ••• Um]
bezeichnet werden. Das Funktionensystem tt1 , "" • • • fXm heißt die
Basis dieses Moduls.
Wir wollen ein Funktionensystem a l , ", •.. am rational irre-
duktibel oder die Funktionen "t, "2' ... am rational unabhängig
nennen, wenn eine Gleichung von der Form
Xl "1 + X 2 "I +···+ Xm Um = 0
für rationale z nur dann bestehen kann, wenn Zt = 0, x, = 0, · · · x".= 0
ist. Ein Funktionensystem, welches eine Basis des Körpers a, bildet,
ist daher stets rational irrednktibel, und es gibt kein System von
mehr als n rational unabhängigen Funktionen in ~.
Wir beweisen nun zunächst den Satz:
1. Jeder endliche Modul besitzt eine rational irreduk·
tible Basis.
Der Beweis desselben ergibt sieh unmittelbar aus dem folgenden
Hilfssatz :
Sind die ganzen rationalen Funktionen 1/1, 1 , 1/2
t
l' .. • 1/.., lohne
gemeinschaftlichen Teiler, 80 lassen sich andere ganze rationale
Funktionen 1/1,2' !li,t, ... y..,. so bestimmen, daß
~+ Ylt l 1/2t ! It •• Ym,. = 1 *).
*) Der Satz ist richtig und bekannt für m = 2. Nehmen wir also an, er
sei bewiesen für m -1, so können wir., wenn ~ den gröJlten gemeiDschaftlicheu
Teiler von yl, 1, y2,l, · . · y.-1, 1 bedeutet, der Gleichung genügen
I
YI,l' YI,t'··· Ym-l,l I
Yl,3' 1/1,! t • • • Y"'-I,a == ~
l~l.:t·Y:t~ :·:Y:~l.~
und wem wir also die gauen rationalen FuDktiODen z, 11 80 bestimmen, daß
%lI.rl-!l~ = (-1)--1
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Genügen nun die Funktionen a t , «s' · · · am einer Gleichung
l
~ s; 1 a l === 0,
l,m
in welcher die ganzen rationalen Funktionen yl,l •.. Ym,l ohne gemein-
schaftlichen Teiler angenommen werden können, so setze man
t
~ Yt,2 a, == ßI'
1,m
t
~Yt,m IX, === fJm;
1,m
dann ist der Modul [al' as, am] völlig identisch mit dem Modul
["., {Js' Pm], dessen Basis eine Funktion weniger enthält. Sind die
Funktionen fJ. noch nicht rational unabhängig, 80 kann man sie in
derselben Weise weiter reduzieren, und gelangt. schließlich, falls die
Fllllktionen a, nicht sämtlich verschwinden (ein Fall, welchen wir
Von dem Modulbegriff ganz ausschließen wollen) zu einer irreduktibeln
Basis. Wir werden in der Folge unter einer Basis schlechtweg stets
eine irreduktible Basis verstehen.
2. Obwohl man nach dem vorhergehenden für einen und den-
selben Modul sehr verschiedene irreduktible Basen auffinden kann,
so ist doch die Zahl der Funktionen, die in einer solchen enthalten
sind, stets dieselbe, da im entgegengesetzten Fall dasjenige Funktionen-
system, welches mehr Funktionen enthält, nicht rational irreduktibel
sein könnte. Sind also a1 , "., • • • cc.; Pt, (jJ, · .. P. zwei irreduktible
Basen desselben Moduls Q, so ist, da sowohl die "t als die fJJ: in a
enthalten sind:
worin die Koeffizienten p, q ganze rationale Funktionen von z sind.
Hieraus aber folgt: t
~ q~k) p~) = 0 oder 1,
1,.
ist, so folgt:
111,1' Y'J,t t •• 11.-1,1' Y-,l
X 111,1 fX Yi,l ~1J.-l,1-~-t -~-t • •• () 11





je nachdem h von Je verschieden ist oder nicht, und daraus:
~,+ p~l) p~2) ••• p<:) •~ + q~l) q~2) •.. q<:> = 1,
und da beide Determinanten ganze rationale Funktionen von z sind,
so müssen sie beide konstant sein.
3. Definition. Ein Modul a heißt durch einen Modul b teil-
bar, oder b ein Teiler (Divisor) von Q, a ein Vielfaches (Multi-
plum) von b (b geht in Cl auf), wenn jede Funktion in a zugleich
in b enthalten ist. b soll ein echter Teiler von Q heißen, wenn a
durch b teilbar, aber nicht mit b identisch ist *).
Aus dieser Definition ergibt sich sofort:
Ist a teilbar durch &, &teilbar durch C, so ist auch a teilbar durch c,
4. Definition. Der Inbegriff m aller derjenigen Funktionen,
welche zugleich in zwei Moduln Q, b enthalten sind, bildet, falls er
nicht ans der einzigen Funktion "Null" besteht, einen Modul (nach der
allgemeinen Definition), welcher das kleinste gemeinschaftliche
Vielfache von Q und & heißt, weil jeder Modul, welcher ein Viel-
faches zugleich von Q und von &ist, auch ein Vielfaches von m ist. Das
kleinste gemeinschaftliche Vielfache von einer beliebigen Zahl von
Moduln 0, b, e, ••• ist dementsprechend der Inbegriff aller der Funk-
tionen, die zugleich in tl, b, e,... enthalten sind. Man kann dasselbe
bilden, indem man nach Belieben je zwei der Moduln 4, &, C,···durch
ihr kleinstes gemeinschaftliches VieHache ersetzt.
5. Definition. Ist a eine beliebige Funktion in 0, fJ eine
beliebige Funktion in b, so bildet der Inbegriff aller Funktionen von
der Form «+ ~ einen Modul b, welcher der größte gemeinschaft-
liche Teiler der beiden Moduln u und & heißt. Derselbe ist,
wenn Q und & endliche Moduln sind, selbst ein solcher. Ist nämlich
Cl = [«1' "., ... Ur], b= [ßt' PI' ... ,i.],
b= [«1' aS' •. · a.,., Pt' PI' · · · ß,]'
Nach der Definition der Teilbarkeit ist b ein Teiler sowohl VOD
11 als von b. Ist umgekehrt b' ein Teiler von Q und Ton b, 80 sind
die Funktionen« sowohl als die Funktionen (J, mithin aneh die
Funktionen CI + fJ in b' enthalten; daher ist b dnreh b' teilbar.
•) Der Begriff der Teilbarkeit der Modaln ist der von den Zahlen her ge-
wohaten ADsebamug suwider gebildet, insofern der Teiler eiDen grGlerea lDhalt
aa l'unktionen eDtblJt als das Vielfaehe.
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Die Definition des größten gemeinschaftlichen Teilers einer be-
liebigen Anzahl von Moduln ergibt sich hiernach von selbst.
6. Definition. Ist Q ein Modul, IX jede Funktion in a und ",
einebeliebige Funktion in~, soverstehen wir unter dem Produkt lJa oder
oll den Inbegriff aller Funktionen ,."a, welcher wieder ein Modul ist. Ist
a = ["'1' "I' · · · ar ]
ein endlicher Modul, so ist
p.a = ["al' ,.,.a2, ... p,a,.],
also ebenfalls ein endlicher Modul, und aus "," === p,& folgt a = b,
wenn ~ von Null verschieden ist.
7. 'Definition. Sind a, b zwei Moduln, ~, {J sämtliche Funk-
tionen in Q, resp. in b, so verstehen wir unter dem Produkt
ab == ba = c
den Inbegriff aller Produkte einer Funktion ce und einer Funktion fJ
und aller Summen solcher Produkte, also sämtlicher Funktionen, welche
durch das Zeichen
bezeichnet werden können.
Dieses Funktionensystem bildet jederzeit einen Modul, und zwar
einen endlichen, wenn a und b solche sind. Sind nämlich Q und b
so definiert, wie in 5., 80 bilden die r- 8 Funktionen (;(& fJ1t eine, wenn
auch reduktible, Basis von c, Ein Produkt ans beliebig vielen Moduln
e, &, c,... erklärt sich hiernach von selbst, und es gilt für dasselbe
der Fundamentalsatz der Multiplikation von der Vertauschbarkeit
der Faktoren. Sind die einzelnen Funktionen eines solchen Produkts,
deren Anzahl m sei, einander gleich und == a, so wird dasselbe mit
I- bezeichnet, und es ist
Im allgemeinen ist ein Produkt ab nicht durch 0 teilbar. Dagegen
gilt der Satz, dessen Beweis sich unmittelbar aus der Definition ergibt:
Ist a teilbar durch a., fJ durch &1' 80 ist ab teilbar durch ~ &1-
8. Definition. Unter dem Quotienten ! zweier Moduln G, b
G
soll der Inbegiffaller derjenigen Funktionen y verstanden werden,
welche die Eigenschaft haben, daß 1. durch b teilbar ist. Dieser
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Quotient ist, falls er nicht aus der einzigen Funktion "Null" besteht,
b
ein Modul C, was sofort aus der Definition erhellt. Das Produkt - .. a
a
ist jederzeit durch b teilbar, wenn auch nicht immer gleich b,
§ 5.
Kongruenzen.
Zwei Funktionen a, fJ heißen kongruent nach dem Modul Q
a = {J (mod.c),
wenn die Differenz der beiden Funktionen, "- {j, in dem Modul Q
enthalten ist.
Ans dieser Definition ergeben sich unmittelbar die folgenden Sätze:
1. Ist (;C ={:J, ß = ?' (mod. c), so ist a = " (mod. a)..
2.. Ist birgendein Teiler von B, 80 folgt aus Cl =ß (mod. a),
daß auch a =fJ (mod.b) ist.
3. Ist " = (J (mod. a), " eine beliebige Funktion in a, so folgt
,..,a =1'13 (mod. p.a), und umgekehrt folgt aus der letzteren Kongruenz
die erstere, wenn ,. von Null verschieden.
4. Ist a= ß, "1=PI (mod.e), so ist auch ce +"1=fJ + fll (mod. a)..
Sind 11 , 1., .... 1. beliebig gegebene Funktionen in a, Cl' C2 , .... Cm
willkürliche Konstanten, so heißt der Inbegriff aller Funktionen
von der Form
Cl 11 + cIA! +···+ C", l-
eine Schar und wird mit (11' 11 , • .... l.m) bezeichnet. Das Funktionen-
system 11 , 1~,·· ·lm heißt die Basis der Schar. Die Funktionen
Al' 12 , •• ° Äm heißen linear unabhängig oder ihr System linear
i r reduktibel, wenn eine Gleichung (Identität) von der Form
Cl At+ CI 1, +·.. ·+ eil 1m = 0
nicht anders bestehen kann, als wenn die konstanten Koeffizienten
Cl' CI' .. • C. alle verschwinden.
Hiernach gilt der Satz, daß jede Schar eine linear irreduk-
tible Basis be sitzt. Denn ist Cl 11 + c21. +·.. + c. 1. = 0 und
Cl von Null verschieden, so ist die Schar (Al' 11 , .... 1,.) identisch
mit der Schar (1" 1., .... 1.), deren Basis eine Funktion weniger
enthält. Ist diese noch nicht linear irrednktibel, so kann man auf
die gleiche Weise weiterschließen. Auch hier 8011 in der Folge unter
einer Basis schlechtweg eine irreduktible Basis verstanden sein. Die
Anzahl der Funktionen, welche in einer irreduktiblen Basis einer
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Schar enthalten sind, ist stets dieselbe und heißt die Dimension
der Schar. Ist m die Dimension, so heißt die Schar auch eine m-fache.
Irgend m Funktionen einer solchen Schar bilden eine irreduktible
Basis derselben dann und nur dann, wenn sie linear unabhängig sind.
Die Funktionen 11 , 12 , ••• Äm heißen linear unabhängig in
bezug auf den Modul Q, wenn eine Kongruenz von der Form
Cl 11 + Cj 1J + ···+ Cm 1m =0 (mod,c)
für keine anderen als verschwindende konstante Koeffizienten Cl'
cs, • . • Cm besteht. Zwei Summen von der Form .E CL At mit verschiedenen
Werten der konstanten Koeffizienten CL sind dann auch stets inkon-
gruent nach dem Modul Q.
Es seien nun a und b zwei Moduln, und es werde zunächst
angenommen, 8S existieren in b nur eine endliche Anzahl von Funk-
tionen Al' Äg , • • • Am, .welche nach dem Modul a linear unabhängig
sind. Jede Funktion ß in b genügt dann einer und nur einer Kon-
gruenz von der Form
fJ -- etl} +cil. +···+ Cm 1m (mod.a)
mit konstanten Koeffizienten Cl' C2 , ••• Cm• Die Schar (11 , AI' •.• A.m)
kann daher ein vollständiges Restsystem des Moduls b nach
dem Modul n und Al' 1" · .. Äm eine Basis desselben genannt werden,
und man kann in symbolischer Bezeichnung setzen:
b = (11' A~, •.. Am) (mod.u),
Wählt man in birgendein System von m Funktionen A~, A~, ••• 1;.
aus, so gelten m Kongruenzen
I
lA =~ kA, t Ät (mod.c)
mit konstanten kh, L, und dies System bildet dann und nur dann eine
Basis eines vollständigen Restsystems von &nach ", wenn die Determinante
~ + Tcl t ! ktti ... k.,,,.
von Null verschieden ist.
§ 6.
Norm eines Moduls in bezug auf einen andem.
Ist (11 , 1" · · · 1".) ein beliebiges vollständiges Restsystem eines
Moduls & in bezn.g auf einen andem a, 80 ergibt sich, weil zb durch &
Dedeldnd, GeammeUeWerke, I.. 17
258 -
teilbar ist, ein ganz bestimmtes System von m2 Konstanten Ch, t, durch
welches die Kongruenzen erfüllt werden:
z11 - Cl, 1 Ä.1 +C2, 1 12 + ·..+ Cm,1 1m,}
z.;.~ .. :'~ ~l.~ C~,~ ~2 .+.':' ~. C~,~ ~~ (mod. c)
z 1m =CI,m Ä1 + C2,m Ä.1 + ... + Cm,m Äm
~nd durch Auflösung dieses Systems erkennt man, daß jede Funktion Ä,t,
und mithin jede Funktion ß des Moduls b durch Multiplikation mit
der ganzen rationalen Funktion mten Grades von z
(&,a) = (- l)m
Cl,! - Z, C2, l' •.. Cm , 1
Ct,2' C2,2 - Z, ••• Cm , 2
c',m, ... cm,m -,z
in eine Funktion des lIoduls Q verwandelt wird. Diese Funktion (h, c)
ist, wie sich aus dem Multiplikationssatz der Determinanten leicht
ergibt, von der Wahl der Basis 11 , 11 , ••• 1. unabhängig, also nur
von den beiden Moduln Q, & abhängig und soll die Norm von a in
bezug auf & genannt werden.
Ist jede Funktion in b zugleich in a enthalten, also '& durch a
teilbar, 80 ist m = 0 und (&, a) == 1 zu setzen. Wenn dagegen &
nicht .. wie oben angenommen, eine endliche Anzahl in bezug auf a
linear unabhängiger Funktionen enthält, dann 8011 festgesetzt werden,
daß (b, a) == 0 sei.
1. Ist m das kleinste gemeinschaftliche Vielfache, b der größte
gemeinschaftliche Teiler von Cl und b, so ist jede Kongruenz zwischen
Funktionen des lIoduls b in bezug auf den Modul Q vollkommen
gleichbedeutend mit der Kongruenz derselben Funktionen nacb dem
Modul m; andererseits ist jede Funktion in fJ einer Funktion in b
und umgekehrt jede Funktion in b einer Funktion in b kongruent
nach dem Modul Q. Aus diesen Bemerkungen ergibt sich sofort der
wichtige Satz:
(&, Cl) == (b, m) = (b, a),
welcher auch richtig bleibt, wenn (b, a) == 0 ist
2. Ist der Modul Q teilbar durch den Modul &, dieser
durch den dritten Modul c, 80 ist




Der Satz ist offenbar richtig, wenn von den beiden Normen (e,&),
(b, a) eine verschwindet. Ist dies nicht der Fall und ist
c - «(»1' f?2' · •• (Ir) (mod.b),
b _ (lI' Ä2 , ••• A,) (mod, c),
so sind die Funktionen ()t, ()S, • .• (Jr, AI' ;"2' .•• ).,8 zusammengenommen
linear unabhängig nach dem Modul Cl; denn ist
t l
~c,(Jt + ~C;)..t - 0 (mod.u),
so folgt, da a durch 0 teilbar ist und die Funktionen At in & ent-
halten sind,
t
~ C, I}t =0 (mod. b), mithin C, = 0,
t
~ c: Al=0 (mod. a), mithin c: == o.
Da ferner jede Funktion r in c einer Kongruenz von der Form genügt:
r = ~Ct()1 + ~c:).,t (mod.a),
80 ist die (r +' 8)-fache Schar (,,1' (»., ... (Ir, 11 , A., ... A,) ein voll-
ständiges Restsystem von c nach Q, oder
c = «(Jl' ()., •• • ~,., 11, Äs' · .. 1,) (mod.e),
Z (11 = e1,1 (11 +... + er,l flr + ßl
Z qr = el , ,. ()1 + ···+ e" r ~r+ fJ"
worin die e&,1t Konstanten, die ße Funktionen in & sind, also:
61, I - Z, • •• er, 1 I
(c,&) = (- l)r .. · ... · · · . ,
e,.,,., · .. er,,. - Z I
Pr =At, r11 +···+ 11." ,.1, (mod.c)
z11 =Ct,I 11 +·.. +C" 1 1,
zl, =Ct~, 11 +... + C", A,
mit konstanten Koeffizienten At,"' c"., also
I
CI,t - Z, ••• C"l
(&, Q) = (- 1)' .




z ()1 - e:t,1 ()t + ··.+ er, 1 pr+hI , 1 AI +... + 11", I A,
...............................
z".. == e1' '' ''1 + ···+ e.., .. fI..+~... J.1 + .. ·+ ks... J.. (mod. 0)
z11 == Cl, 1 At + ·.. + C"~ I 1,
ZÄ, == Cl,. 11 +... + c", 1,
und hieraus
el , I - Z, • • • er, 1, 'At, 1 , • •• k" t
(c,u) = (-1)"+' ~'''' ... er,r-z, hIt'" •.. "'.,T
---0 Ct,I-Z,···CS,1
== (c, b) (&,4).
o ···0 ... c"~, - z
3. Wenn die Basis-Funktionen fJl' Ps, ·-·ß, eines endlichen Moduls
& = [PI' Pi'·· -ß,] durch Multiplikation mit von Null verschiedenen
. ganzen rationalen Funktionen von z in Funktionen eines Moduls a
verwandelt werden können, 80 ist die Norm von Cl in bezug auf &,
(b,a) von Null verschieden. Zugleich ist das kleinste gemeinschaft-
liche Vielfache von Q und & ein endlicher Modul m, von dem eine
irreduktible Basis in der Form angenommen werden kann:
I&t = ~,1 {:Jl'
1-11 = Gt,2 fJl + lJt,s ßt,
po, == al " PI + ~" Pi + ..·+ a", ß"
worin die Koeffizienten a,,)t ganze rationale Funktionen von z sind,
und zwar so, daß
(6,e) == al,I ~,2···a",.
Zum Beweise dieses wichtigen Theorems nehmen wir an, es sei
tlt der größte gemeinschaftliche Teiler von a und [PI]' Qs der von BI
und [fJJ n, s. f., so daß c, der Inbegriff aller Funktionen von der Form
tX,. = ce + Yt fJl + ··· + Yr {J,.
ist, wo ce eine Funktion in 4, 'YI'··· y" ganze rationale Funktionen
von z sind. Es ist dann Cl, der größte gemeinschaftliche Teiler von
a und &. Da nun jeder Modul e, durch den folgenden Q,+1 teilbar
ist, so folgt ans 1. und 2.





und es handelt sich also noch um die Bestimmung von (c,; ar - l ) .
Es ist aber
"I' == Ur-I + YrPr - Yr ßr (mod. ar-I),
und nach der Voraussetzung gibt es eine von Null verschiedene ganze
rationale Funktion XI' von z, für welche
XI' ß,. 0 (mod.a),
XI' ß,. - 0 (mod. ar-l).
I Ist nun ar, ,. unter allen der letzteren Kongruenz genügenden Funk-
tionen Zr eine von möglichst niedrigem Grade mr , die zugleich 80
angenommen sei, daß der Koeffizient der höchsten Potenz von z = 1
ist, so sind alle andern dieser Kongruenz genügenden Funktionen x,.
durch ar;,. teilbar; denn es ist für ein beliebiges ganzes rationales q
(z,.-qa,.;r) {J,. =0 (mod.ar - I ) ,
und wenn X,. nicht durch ar , ,. teilbar ist, so läßt sich q so wählen,
daß Zr - qar, r von niedrigerem Grade wird als ar, ,., gegen die Vor-
aussetzung.
Setzt man also
y,. == q ar,,. + b,.,r
und bestimmt q 80, daß der Grad von b,., r kleiner als m; wird, so folgt:
a; = b,.,rtJ,. (mod.ar-l)
e, =(13,., z tJr, ... zmr-l Pr) (mod, ar-i).
Wenn man daher für den Augenblick setzt:
ar,r = Co+ Cl Z +... + Cmr - l zwar -1 + z-'r,
1i = ZI-1 {j,.,
Z Äl = A.i , Z Ai = 13 •• •
z1.r =-COlt - ct l , - ···-C_r-l 1.1' (mod. ar-I)
0, 0, 0, 1
- C., - Cl' - C., - Cw.,.-1 - Z
also:










Hieraus ergibt sich wie in 2., daß das Funktionensystem
ßt' z ßl' z"'1-1 Pt ,
Pi' Z ß2' zmz- 1 ßs'
p" z ß" ... zm, -1 {J"
eine Basis eines vollständigen Restsystems von b nach Q bildet, und daß
(b,u) == CIt, 1 ~,2 ••• a",
m = m1 + m, + ···+ mR
ist.
Da nun a,.,rfJ,. =0 (mod. a,.-I), so läßt sich eine Funktion p'r
in a und ganze rationale Funktionen ak, r 80 bestimmen, daß
Pt- == lJt,,. 131 + ~,,. ß. + ... + G,.,r Pr
wird; die auf diese Weise bestimmten Funktionen'
""1 == alt 1 fit ,
"" = Gl,2 fJl + ~,2 132
,.", = Gt" Pt + ~,8 fJs + ... + a". p,
sind, da keine der Funktionen Gt,l'··· a". verschwindet, rational un...
abhängig und sind sämtlich zugleich in a und in &, also auch in dem
kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen m dieser beiden Moduln ent-
halten. Es ist noch nachzuweisen, daß dieselben eine Basis von m bilden.
Es sei Ulr das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von a und
[1117 {Js, ... ß,.], m. == m, 80 daß unter den Moduln MI' Uts, .... m, jeder
durch alle folgenden, als auch durch m teilbar ist, und
v; = zJfJl + z. PI + ... ·+ z; {J,.
eine Funktion in DIr, also auch in a.
Es ist hiernach
also
z,./J,. =0 (mod. tlr-l),
z,. == x,a,.;r,
worin z,. eine ganze rationale Funktion bedeutet. Daher ist
11,. - Zr p.,. =0 (mod. mr - l ) , "1 - XI "'1 = 0,
woraus folgt:
also:
w. z. b. w.
",. = X 1 Pl + XlIII +.... + Zrflr,
m, = [PI' PI'··· p.,.],
m = [1'1' "'., · • .. ",.],
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Hiernach enthält eine irreduktible Basis des Moduls m genan
ebenso viele Funktionen wie eine irreduktible Basis von b. Wählt
man statt der Basis #LI' EL2' •• 0 /L. eine andere E'~, ~~ ••• t.t~, so läßt
sich ~;, ~;, 00. ~~ in der Form ausdrücken '
~k == a;,k Pt + a;,k ßI + .. ·+a;,k ps .
mit ganzen rationalen Koeffizienten a;t k, und aus § 4, 2. ergibt sich
(0, a) == konst.~ + ~,1 a;t 2 • 0 0 a~".
4. Machen wir insbesondere die Annahme, es sei a gleichfalls
ein endlicher Modul, der eine irreduktible Basis von ebenso vielen
Funktionen besitzt wie b, und es sei außerdem a teilbar durch b,
dann lassen sich, wenn
a == [al' C;, .. · a,]
ist, die ganzen rationalen Funktionen b"J: VOD Z so bestimmen, daß
"k == bl , i {jt+ b2, k ßI + ... +bs,k p"
und die Voraussetznng von 3., daß die Funktionen {lt durch Multi-
plikation mit ganzen rationalen Funktionen von z in Funktionen des
Moduls u verwandelt werden können, ist erfüllt, wie man durch
Auflösung dieses Gleichungssystems erkennt. Zugleich ist hier a selbst
das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von Cl und b, und daraus
ergibt sich ~ + b b b(b, a) = konst. _ 1,1 2,9 0 • 0 ",n°
5. Ist m das kleinste gemeinschaftliche Vielfache zweier Moduln
Q, IJ und 11 eine beliebige Funktion in ~, so ist, wie sich aus der
Definition ohne Schwierigkeit ergibt, tim das kleinste gemeinschaft-
liche Vielfache von 114 und 11&. Ist (&, e) = 0, so ist auch (11&, l1a) = o.
Ist aber (b, u) und " von Null verschieden, so ergibt .sich
(v b, 11 c) = (b, Cl),
. wenn man in 3. die Basis-Funktionen ",,., ß, von m und b durch 11 PI'
t1 {Je ersetzt.
§ 7.
Die Ideale in 0.
Ein System (1 von ganzen Funktionen von z im Körper a heißt
ein Ideal, wenn es die beiden folgenden Bedingungen erfüllt:
I. Summe und Differenz je zweier Funktionen in Q ergeben wieder
eine Funktion in a,
IL Das Produkt einer jeden Funktion in G mit einer jeden
FUDktion in 0 (§ 3) ist wieder eine Funktion in Cl.
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Jedes Ideal ist also zugleich ein Modul und alle für die Moduln
erklärten Begriffe und Bezeichnungen können auf die Ideale ange-
wandt werden.
Der Modul 0 (das System aller ganzen Funktionen von z) ist
selbst ein Ideal, und jedes Ideal ist durch 0 teilbar. Ebenso
ist, wenn EI eine beliebige von Null verschiedene Funktion von 0 be-
deutet, der Modul 0 p, (das System aller durch EJ teilbaren ganzen
Funktionen) ein Ideal. Ein solches Ideal soll ein Hau pt i d e a 1
genannt werden. Ist Oll' CD!., ••• ron eine Basis von 0, so ist
0,." = [GJ1 1.&, COs 11, • • . Q)n p]
und 0,... ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von 0 und 0 Et·
Daher ist nach § 6, 4.. und nach der Definition (4.) in § 2:
(1) (0, op) ~ konsl }V(~)
und mithin von Null verschieden.
Ist a irgend ein Ideal und a eine beliebige Funktion in Q, so ist
(wegen 11) das Hauptideal oa teilbar durch a, und mithin nach § 6, 2.:
(2) (0, oa) = (0, 4) (0,0«),
mithin auch (0, 11) 'Von Null verschieden. Da nun wieder Q das kleinste
gemeinschaftliche VieHaebe von Cl und 0 ist, 80 besitzt a nach § 6, 3.
eine irreduktible Basis, welche aus ", ganzen Funktionen 1Xt, a J , •.• an
besteht, die demnach auch eine Basis des Körpers a bilden..
Die Norm von II in bezug auf 0, d. h.. die ganze rationale Funktion
(0, 11) von z soll die Norm des Ideals Q genannt 'und mit N (a) be-
zeichnet werden. Der Grad dieser ganzen rationalen Funktion heißt
zugleich der Grad des Ideals Q.
Ist
und
t.(t == llt,l 0)1 + a,,1 Gl2 +·.. + an, 1 G)n,
as = a1, 2 G'J t + ~,2 (i)2 + .. ·+ an, 2 (A)n,
an = lIt, n 6)1 + lJj, nWs + ..· + Cln,nCDn
mit ganzen rationalen Koeffizienten aC,K' so ergibt sieh aus § 6, 4.:
(3) N(o.) = kODSt. ~+f1t,l~,i .... lIw,.e
Da jede Funktion in 0, also auch die Funktion "1" durch Multi-
plikation mit N (a) in eine Funktion des Ideals Q verwandelt wird,
so ist N (a) stets eine Funktion in Q.
so ist auch
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Die Norm des Ideals 0 ist gleich 1 und umgekehrt ist 0 das
einzige Ideal, welches diese Eigenschaft hat. Auch ist 0 das einzige
Ideal, welches die Funktion ,,1" (oder eine Konstante) enthält.
Ist " eine Funktion in a, so folgt aus (1), (2), (3):
(4) N (rx) = konst. N (Q) (e, Dtt),
d. h. die Norm einer jeden in a enthaltenen Funktion ist durch die
Norm von Q teilbar.
Für die Kongruenzen in bezug auf einen Idealmodul gilt der
folgende Satz, welcher die Ideale wesentlich von den allgemeinen
Moduln unterscheidet.
Sind p" 111' 11, Vt Funktionen in 0, welche den Kongruenzen genügen
p. =P,17 " - Vt (mod. a),
p1l ="'1"'1 (mod. Cl).
§ 8.
Multiplikation und Teilung der Ideale.
Aus den Grnndeigenschaften 1., TI. der Ideale und aus den Be-
griffsbestimmungen in § 4 ergibt sich zunächst:
1. Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache, der größte gemein-
schaftliche Teiler, das Produkt von zwei (und also auch von beliebig
vielen) Idealen sind selbst Ideale. Ebenso ist, wenn 21 eine Funktion
in 0, Q ein Ideal ist, das Produkt av ein Ideal.
2. Das Produkt aus mehreren Idealen ist durch jeden seiner
Faktoren teilbar, und es ist für jedes Ideal Q.
ao = Q:;
denn nach 1., Il, ist jede Funktion in a0 zugleich eine Funktion in a,
und, da 0 die Funktion ,,1" enthält, auch umgekehrt jede Funktion
in a zugleich eine Funktion in a o.
3. Ein Hauptideal 0" ist dann und nur dann teilbar durch ein
Hauptideal 0 tI, wenn die ganze Funktion ", teilbar ist durch die
ganze Funktion v.
Wir fügen noch folgende Definitionen hinzu:
4.. Definition.. Eine Funktion a in 0 soll durch das Ideal Q
teilbar heißen, wenn das HauptideaI Oll durch a teilbar, oder, was
dasselbe sagt, wenn ce eine Funktion in Cl· ist.
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5. Definition. Zwei Ideale a, b heißen relativ prim, wenn
ihr größter gemeinschaftlicher Teiler 0 ist. Die notwendige und
hinreichende Bedingung dafür ist, daß in a eine Funktion a, in b
eine Funktion fJ existiert der Art, daß
a + {j == 1,
oder, anders ausgedrückt, daß in a eine der Kongruenz C( _ 1 (mod. b)
oder in b eine der Kongruenz fJ = 1 (mod. Cl) genügende Funktion
existiert.
6. Definition. Ein von 0 verschiedenes Ideal l> heißt ein Prim-
ideal, wenn kein anderes Ideal außer V und 0 in l.J aufgeht.
Auf Grund dieser Definitionen ergeben sich nun die folgenden
Sätze über die Teilbarkeit der Ideale.
7. Sind Cl, b zwei Ideale mit dem kleinsten gemeinschaftlichen
Vielfachen m und dem größten gemeinschaftlichen Teiler b, so folgt
aus § 6, 1., 2.
N(m) = N(b) (&, m) = N(&) (b, a),
N(a) === N(b) (b, a) = N(b) (6, u),
folglich (b, a) von Null verschieden und
N (Cl) N (b) = N (m) N (b).
8. Ist das Ideal a teilbar durch das Ideal &, 80 ist, nach § 6, 2.
N(a) = (b,a)N(b),
also N (B) teilbar durch N (b).
Ist insbesondere (b, c) = 1, so ist auch b teilbar durch Q, und
es folgt:
9. Ist a teilbar durch b und ist zugleich N (0) == N (b), so ist
Q = b, d. h, beide Ideale sind identisch.
10. Ist a teilbar durch Ql' b durch '&u so ist ab teilbar durch
Ql b} (§ 4, 7.).
11. Ist ein Ideal a teilbar durch ein Hauptideal 0'" so sind
alle Funktionen in Q von der Form fJ p" und der Inbegriff der Funk-
tionen fJ ist wieder ein Ideal b, 80 daß man setzen kann
a = pb.
12. Ist " eine beliebige von Null verschiedene Funktion in 0
und das Ideal "" teilbar durch das Ideal &", 80 ist II teilbar durch r-t
und aus ap = bf' folgt Cl = &.
also
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13. Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache zweier Ideale Q, 011,
davon eines ein Hauptideal ist, hat nach 11. die Form rv, worin r
ein Ideal ist. Da andererseits a v ein gemeinschaftliches Vielfache von a
und 011, also durch r 11 teilbar ist, 80 ist nach 12. r ein Teiler von Q.
14. Ist a ein Ideal, v eine Funktion in 0, 80 ist nach § 6, 2., 5.:
(0, QtI) == (0, ov) (ov, QV) = (0, ov) (0, c),
N(Qv) == konst. N(a) N(v).
Ist also r v das kleinste gemeinschaftliche VieHache, b der größte ge-
meinschaftliche Teiler der heiden Ideale Q, 0 t1, 80 ergibt sich aus 7.
N(o.) == N{t} N(b).
15. Jedes von 0 verschiedene Ideal Q ist durch ein Primideal p
teilbar.
Ist nämlich a kein Primideal, so hat es mindestens einen von 0
verschiedenen echten Teiler, und von diesen sei .p ein solcher, dessen
Norm von möglichst niedrigem Grade ist. Dieser kann keinen von 0
verschiedenen echten Teiler ~' haben, denn es wäre auch lJ' ein Teiler
von Q und zugleich (nach 8.) N (tl) von niedrigerem Grade als N (p),
Dies widerspricht der Voraussetzung über l', und folglich ist II ein
Primideal.
16. Ist a relativ prim zn b, 80 ist a b das kleinste gemeinschaft-
liche Vielfache von a und b, und folglich ist jedes durch a und
durch b teilbare Ideal auch durch das Produkt Q b teilbar.
Denn nach Voraussetzung gibt es in c, b zwei Funktionen 1%1' Pt
der Art, daß
«1+ PI = 1
ist (5.). Ist andererseits o: = fJ eine Funktion des kleinsten gemein-
schaftlichen Vielfachen m von Q und b, 80 ist hiernach
«= fJ = "lfJ+ a{Jl'
also eine Funktion in a b. Es ist demnach m teilbar durch 11 b, und da
1llIlgekehrt (znfolge 2.) Q b durch m teilbar ist, 80 ist m mit 4& iden-
tisch, und aus 7. folgt noch für diesen Fall .
N(nb) = N(a)N(b).
17. Ist a ein beliebiges Ideal, p ein Primideal, so ist entweder G
durch lJ teilbar oder Q relativ prim zu ,; denn da " keinen anderen
Teiler hat als 0 und l', so kann auch der größte gemeinschaftliche
Teiler Ton Cl und , kein anderer sein als 0 oder ,.
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18. Ist a relativ prim zu &und zu c, so ist a auch relativ prim zu &c.
Nach Voraussetzung (5.) gibt es in b, c zwei den Kongruen.zen
fJ = 1, l' = 1 (mod. a)
genügende Funktionen, folglich nach § 7
13" =1 (mod. c),
Da fJ" in &c enthalten ist, so ist hiermit die Behauptung erwiesen.
Es folgt hieraus noch, daß, falls das Produkt a & durch ein
Primideal teilbar ist, wenigstens einer der beiden Faktoren Q, b durch p
teilbar sein muß, und, auf Hauptideale angewandt, daß, wenn das
Produkt zweier ganzen Funktionen, EI v, in .p enthalten ist, wenigstens
der eine der beiden Faktoren tt, v in p enthalten sein muß.
19. Ist a relativ prim zn c und Q b durch c teilbar, so ist b durch c
teilbar. Nach Voraussetzung gibt es in a eine Funktion a, welche
der Kongruenz genügt
a = 1 (mod. c),
Ist nun ß eine beliebige Funktion in b, so ist hiernach
fJ =a ß und nach Vor. =0 (mod. c),
folglich fJ in c enthalten, also & durch c teilbar.
§ 9.
Gesetze der Teilbarkeit der Ideale.
Alle diese Sätze, die sich meist unmittelbar aus der Definition
der Ideale ergaben, reichen nicht aUB, um die vollständige Analogie
zu beweisen, die zwischen den Gesetzen der Teilbarkeit der Ideale
und denen der ganzen rationalen Funktionen herrscht. Wir stützen
uns bei diesem Beweis auf folgenden Satz:
1. Ist a ein Ideal und lc eine belie bige ganze rationale
Funktion von z, so läßt sich in Q eine Funktion" so aus-
wählen, daß (a, Da) mit Tc keinen 'I'e i l e r gemeinschaft-
lich hat*).
Ist nämlich
Q = [al' "2'··· "n],
o == [1iJ17 012, ••• O)n],
*) Die Möglichkeit, diesen Satz schon an dieser Stelle zu beweiseD, unter-
scheidet wesentlich die Theorie der algebraischen Funktionen von der der alge.
braischen Zahlen und gestattet bei ersterer eine Dicht lDlerhebliche VereiDfachDD.g
im. Vergleich mit letzterer.
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und Cl eine beliebige Funktion in Q, so lassen sich die ganzen ratio-
nalen Funktionen Xh k so bestimmen, daß, .
a (01 = Xl, I a1 + X 2, 1 tXs + ···+ Xn, 1 an,
~G)I = Zl,2 IX1 + X2,2 IXs + ... + Xn,2 an,
• 111 • • • • • • • • • • .. • • • • • • • •
a COn = Xl, n a t + X2. n IXJ + ·.·+ Xn, n CCn,
und es ist (§ 6, 4.)
(a, 00:) == konst. ::g + Xl,! X2, 2 ••• Xn,n.
Ist nun ~ + Xl, 1 X2, 2 ••• Zn,1I durch einen Linearfaktor z - c von k
teilbar, so läßt sich eine nicht durch z - c teilbare Funktion (iJ in 0
und eine Funktion rl in II so bestimmen, daß
am === (z - c)a'*).
Setzt man nun, indem man unter t eine unbestimmte Konstante versteht:
t(z-c)-m = ro',
80 ist
N (co') = tn (z - C)fl + G t tn- 1 (z - c'f-t + ·· · + an- 1 t(z - c) +Gn,
worin die von t unabhängigen Koeffizienten a1, a l , ••• aß ganze ratio-
nale Funktionen von z sind. Es kann nun nicht zugleich a t durch
z-c, as durch (z-c)l, ... , an durch (z-c)n teilbar sein, weil sonst
gegen die Voraussetzung~ eine ganze Funktion wäre (§ 2, 5.,
z-c
§ 8, 4.). Daher lassen sich nicht alle Glieder von N (m') durch
(z - er teilen, und wenn also (z - c)n-r die höchste Potenz von z - e
ist, durch welche dieselben teilbar sind, so ist r > 0 und
N(m')( ) = t'1l(z-c"\r+btP-l +... +6.- 1 t +6n = f(t),z- C fl,-r 'J
worin die ganzen rationalen Funktionen b1 , bJ , ••• b; nicht alle für
z = c verschwinden. Es gibt daher nur eine endliche Anzahl Ton
konstanten Werten t, für welche f (t) durch z - c teilbar ist. Ist
m seuen.
*) Wenn nämlich die Determinante X ± Xl I XI., J ••• Zn, n durch z - c teil-
bar ist, d. h, für z = c verschwindet, so kann'man ein System von Konstanten
Cl' C2' ••• CA, die nicht sämtlich verschwinden, so bestimmen, daJl die ganzen
ratioualen Funktionen
Cl Z,t, 1 + CJ Xl;" +···+Ci X}, " (i = 1, 2 ... ,,)
für z = e verschwinden, also durch z - c teilbar sind, a.nd es ist dann
t» = CI-! +CS"'I +... +Ca-"
ist:
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z - c' ein von z - e verschiedener Linearlaktor von k, so wird I (t)
auch nur für eine endliche Anzahl von Werlen t durch z - r,' teilbar.
Daraus folgt, daß man über t so verfügen kann, daß N (61') nicht
durch (z - er und zugleich durch keinen anderen Linearfaktor von k
teilbar wird *). Setzt man, wenn dies geschehen,
tft - rl = a",
welches ebenfalls eine Funktion in a ist, so folgt
aa/ == (z -- c)a",
N«(l') = Neu.) N(u))
(z- c)n
und mithin, da nach § 7, (4)
N(<<)(a, oa) = konst, N (Il)
( ") k t, (a, oa) N (m')Q,oa = ans, (z _ c)"" ·
Die Funktion (0, Da") enthält daher den Faktor z - e mindestens .
einmal weniger als (e, oa), während sie zugleich keinen anderen Linear-
faktor von ~ öfter enthält als (0, or.c). Durch wiederholte Anwendung
dieses Verfahrens ergibt sich die Richtigkeit des ausgesprochenen
Satzes.
2. Jedes Ideal a kann als größter gemeinschaftlicher Teiler
zweier Hauptideale 01', 011 dargestellt werden, von denen das eine
ganz beliebig, nur teilbar durch Q, angenommen werden kann.
Beweis. Man wähle nach Belieben in Q eine von Null ver-
schiedene Funktion v, und eine zweite Funktion p derart, daß die
heiden Funktionen (Q, 011) und (a, 0"') keinen gemeinschaftlichen Teiler
haben (nach 1.). Ist nun (X eine beliebige Funktion in a, so ist nach
§ 6 (Q, 0 p,) a in 0 p, (0, O"JI) U in 0 l' enthalten, so daß es zwei Funk-
tionen fD, rIJ' in 0 gibt, für welche
(a, 0 /L) o: = fl CiJ, (a, 011) ce = 'VfiJ'.
Wählt man daher, was nach der Voraussetzung über (Cl, 0ll), (0,01')
möglich ist, zwei ganze rationale Funktionen g, h Ton z, welche der
Bedingung genügen
so folgt
g(a, op,) +A(a, 011) = 1,
*} Diese Schlüsse gelten in der analogen Frage der zahlentheorie :aieht mehr.
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d, h, a ist teilbar durch den größten gemeinschaftlichen Teiler von 0"
und 011. Und da letzterer umgekehrt durch a teilbar ist (weil 0"
und 011 durch Q teilbar sind), 80 ist er gleich a, w. z. b. w.
3. Jedes Ideal Q kann durch Multiplikation mit einem Ideal m
in ein Hauptideal 0 IL == a m verwandelt werden.
Beweis. Man wähle (nach 1.) in Q eine Funktion p, so, daß
,(0,0,.,.) keinen Teiler mit N(a) gemein hat, hierauf eine zweite Funk-
tion 11 so, daß (Q, 011) mit (Q, 0 E') keinen Teiler gemein hat. Dann
ist (nach 2.) a der größte gemeinschaftliche Teiler von 0 p und 011.
Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von oiJ' und 01/ ist (nach
§ 8, 13) von der Form mll, worin m ein Teiler von OlL ist. Nach
§ 8, 14 ist alsdann
N (0p,)
N(m) = N(a) = (c, 0,,),
also, nach Voraussetzung, ohne gemeinschaftlichen Teiler mit N (a).
Bestimmt man also wieder zwei ganze rationale Funktionen g, h von z,
80 daß
gN(m) + hN(a) = 1,
so folgt aus § 8, 5, da N (m) in m, N (a) in c enthalten ist, daß m
und a relative Primideale sind, und daraus, nach § 8, 16.
N(ma) == N(m)N(a) === N(op,).
Da nun 0 p, durch m und durch a, also auch durch mQ teilbar ist
(§ 8, 16.), so ist nach § 8, 9.
ma = op,
w. z. b. w.*).
4. Ist ein Ideal c teilbar durch ein Ideal Q, 80 gibt es ein und
nur ein Ideal b, welches der Bedingung
ab = t
genügt, welches der Quotient von c durch Q heißt.
Ist Qb teilbar durch ab', so ist b teilbar durch b', und aus
ab = QlJ' folgt & === b'.
Beweis. Es sei c teilbar durch Cl und (nach 3.) Q m == 0 f&.
Es ist alsdann auch tm teilbar durch Q m = 01' und folglich cm = &11
*) :Man kUD das Ideal m zugleich 80 wählen, daß es relativ prim zu einem
beliebigen Ideal b wird. Dies wird erreieht, WeJUl maa die Funktion ~ so an-
Dimmi, da8 (a, 0 p) = N(m) keiDeD Teiler mit N (0) N(b) gemein "hat (S8, 8.).
CI-' = abI'
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(§ 8, 10., 11.); also, durch Multiplikation der letzten Gleichung
mit Q,
und nach § 8, 12. c = ab,
womit der erste Teil des Satzes bewiesen ist "),
Ist ferner ab teilbar durch ab', 80 ist (§ 8, 10.) ".b teilbar durch
'" b', also b durch b', - Ist Q & == ub', so folgt IL b = pb' und mithin
b = b' (§ 8, 12.).
5. Jedes von D verschiedene Ideal ist entweder ein Primideal,
oder es läßt sich, und nur auf eine Weise, als Produkt von lauter
Prlmidealen darstellen.
Beweis. Ist das Ideal Q von 0 verschieden, so ist es (§ 8, 15.)
durch ein Primideal .pt teilbar, und folglich (nach 4.) = .pt Q1' worin "1
ein echter Teiler von a ist (denn aus a] = Q würde nach 4. folgen
Pt = 0). Es ist also der Grad von N (Qt) niedriger als der von N (c),
Ist BI von 0 verschieden, so schließt man ebenso, daß "1 == .pi 02 sein
muß, wobei der Grad von N (aJ wieder niedriger ist als der von
N(a1) . Fährt man auf diese Weise fort, 80 gelangt man schließ-
lich nach einer endlichen Anzahl von Zerlegungen zu einem Ideal
a, -1 = lJr c, derart, daß N (o.r) ~ 1, also u, = 0 ist. Es ist daher
Q = 4-11 l'2 " • • -lJ,..
Wäre eine solche Zerlegung auf eine zweite Art möglich, etwa
Vt 1'1 · ""Vr = qt q, · .. q"
so müßte (§ 8, 18.) von den Primidealen l'l' .p2' ... .pr mindestens eines,
etwa l't durch ql teilbar und also = ql sein, also nach 4.
lJ2 .ps . · · .pr = q, qs •.• q,.
Hieraus schließt man ebenso .ps == q2 usf.
Faßt man in der 80 gewonnen Zerlegong die einander gleichen
Prinrldeale zu Potenzen zusammen, so kann man setzen
a = '~l ~~2 ... V:".
Irgendein Teiler Ql von a kann dann durch kein Ton lJ1, llj' ... l',.
verschiedenes Primideal und durch keines öfter als a teilbar sein.
Man erhält also die sämtlichen Divisoren von a, deren .Anzahl end-
lich, und = (~ + 1) (ei + 1) ... (e, + 1) ist, wenn man in
~t~z ••• ~r1 I r




die Exponenten h; die Reihe der Zahlen 0, 1, 2, ..... e, durchlaufen läßt
(wobei unter l'0 das Ideal 0 zu verstehen ist). Sind c, b zwei Ideale
a == ,pe! lJe2 .. . ller; b == .ptl .p/2 .... p'r
1 i" 1 i r
(worin die Exponenten e, I auch zum Teil Null sein können), so erhält
man den größten gemeinschaftlichen Teiler und das kleinste gemein-
schaftliche Vielfache von a und b in der Form
.p~1 ~2 ..... :p~r ,
wenn man für 91' g'J' ..... Ur für ersteren die kleinsten, für letzteres
die größten unter den Zahlen e1, 11; eil f,,; .... er, In nimmt..
6. Sind Q, b irgend zwei Ideale, so' ist allgemein
N(ab) == N(a)N(&)..
Be we i 8. Es sei, wie in 5., t1 == .pI 41, so gibt es, weil 41 ein
. echter Teiler von a ist, in a1 eine durch a nicht teilbare Funktion 71..
Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache und der größte gemeinschaft-
liche Teiler von a und o7J sind bzw.. .pl"l und Cl1, wie sich (nach 5..)
sofort aus der Zerlegung von Q und 0'1 in ihre Primfaktoren ergibt.
Hieraus folgt aber nach § 8, 14.
N(a) == NO't) N(a 1) ·
Durch Wiederholung desselben Schlusses für Qt usf. ergibt sich, wenn
a == 4J1 \" .. • .. p, ist:
N (c) = N (\lI) N (l'st) .. · · N (P'r)
N(a&) == N(a) N(b).
7. Jedes Primideal ist ein Ideal ers ten Grades (§ 7) und um-
gekehrt, jedes Ideal ersten Grades ist ein Primideal *)..
Beweis.. Ist l' ein Primideal, 80 ist N (p) durch 4J teilbar, und
daher wenigstens einer der Linearfaktoren von N (p),etwa z - e, durch tJ
teilbar (§ 8, 18..). Ist CD eine beliebige Funktion in 0, welche der
Gleichung genügt :
CD" + at aJ7I- 1 + ..... + Gw-l GJ +a. = 0,
so erhält man daraus, indem man die ganzen rationalen Funktionen tJ1,
(111 ...... a,. auf ihre konstanten Reste a\O), a~O); ...... tJ~) nach z - e redu-
ziert, und die ganze Funktion
.- + tJ.0)ma- 1 + ...... + a(o) CD + a<0)
1 "-1"
.) Durch dieseR Sau 1IJlterseheidet siCÄ die Theorie der algebraischen Funk·
tioaa wesentlich Ton der aulopa Theorie der algebraischen ZahIea.
nedekind, Geeammelle Werke, I. 18
so ist
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in ihre Linearfaktoren (CD - 61) , (m- 62) , ••• (m- bn) zerlegt:
(01 - 61) (s ~·bl) .•. (m- bn) = (z~ c) ro' =0 (mod, p).
Es muß also wenigstens einer der Faktoren 0) - 61 , CD - b2 , • • •
durch II teilbar sein, d .. h. es ist
m == b (mod. .p),
worin b eine Konstante bedeutet. Da hiernach jede Funktion in 0
kongruent einer Konstanten ist (mod.lJ), 80 ist nach § 6 (0, l') == N (l')
== z - c eine lineare Funktion von z, wodurch der erste Teil der
Behauptung erwiesen ist.
Umgekehrt: ist q ein Ideal ersten Grades, und
N(q) = z-c,
80 ist q gewiß durch ein Primideal II teilbar, und da N (q) durch
N(lJ) teilbar ist, so ist (N(l» = N(q) == z-c, also (§ 8,9.)
~ = q,
Es ergibt sich hieraus, daß der Grad eines Ideals gleich ist der
Anzahl der Primfaktoren, in welche sich dasselbe zerlegen läßt. Ist
daher
o(z - e) = .p~1 ~/ lJ~a •••,
8 t + es + ea + ··· = n.
Es folgt ferner noch, daß eine ganze rationale Funktion von z
dann und nur dann durch ein Primideal lJ te~iIbar ist, wenn sie durch
die Norm von ~ teilbar ist. ~
§ 10.
Die komplementären Basen des Körpers ll.
1. Definition.. Bilden die Funktionen "1' as, ... "n eine Basis
von S!, und setzt man zur Abkürzung
8 (ce,. a,) === ar , . == a
"
T,
d(a1, C;, ••• «n) == ~ + at,l ~,I".·Gn,a == CI (§ 2),
so läßt sich, da a von Null verschieden ist, ein ganz bestimmtes




I%r == ~ Or,t CC;,
1,n




von Null verschieden ist, 80 bilden die Funktionen tX~, a;, ... "n eben-
falls eine Basis von~. Diese soll die zu "1' a l , ••• an komplemen-
täre Basis heißen.
2. Bezeichnet man, wenn die Indizes T, 8 der Zahlenreihe 1, 2 ... n
angehören, mit (r, 8) die Zahl 1 oder 0, je nachdem r 8 gleich oder
verschieden sind, BO ist
(2) 8 (a,. ";) = (r,8),
denn durch Auflösung der Gleichungen (1) folgt
,
a:.,.= a~r; ~ a,."a;,t = (r,8),
hieraus:
C &
tl,-a; = ~a~,"&"r; 8(","0&;) = :Ea~,·at,,. = (r,8).
Genügt umgekehrt ein Funktionensystem IJ, den Bedingungen S (ce,. (J,)
I
= (r, 8), 80 ist {J, = a;; denn setzt man {J, == ~ be, I a:, so folgt
wegen (2)..
br , . = S (ß, a,) = (r, 8)..
Daraus folgt unmittelbar, daß die Beziehung der C(t zu den lX~ eine
gegenseitige ist, d.. h .., daß die Basis "1' (XI' ..... lXn komplementär ist
zn «;, ~, ... ~..
3. Ist 11 eine beliebige Funktion in .ß, 80 kann man stets setzen
und durch Anwendung von (2) folgt:
e, = 8('ltX~, Z' = 8(7'/4&),
t I
(3) fJ = ~"t8('lO:;) = ~a;8('la,).
4. Ist 'I eine beliebige von Null verschiedene Funktion in &, 80 ist
" ,fit fit «n
.' fi'··· ~
die zu '1"-1, 'las, ... 'ltl,. komplementäre Basis. Dies folgt aus 2.. wegen
S ('1«,.. :~) = 8(oer';) =- (r, ,~
18*
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5. Wenn zwei Basen von aß, a 1, (,(" ".. an und {jl' PI' ... fJn durch
die n Gleichungen zusammenhängen
&
ß, == :g x". IX..
mit rationalen Koeffizienten XL", so hängen die zu ihnen komplemen-
tären Basen zusammen durch die n Gleichungen
,
, ~ 'R'fXr === ~ zr, ' fit
.(transponierte Substitution). Es ist dies eine unmittelbare Folge
aus 3. wegen






.' "~IX:' = ~ a~ (, CXt a L, := 1.
Setzt .man' nämlich zunächst
so folgt aus 3.. (auf die Funktionen 'IJ ~,. angewandt),
t
"1 Ur = ~ a 1 S (71 arte:),
mithin, nach der Definition der Spur in § 2, (5)
t
8 ('I) = ~ 8 ('}IX,tXJ == S (~1J Clt «;)
also:
8 (71 6 ) == S ('TJ),
und daraus, wenn man in 3. einmal 1/ = 6, dann 11 == 1 setzt:
t 1
(j == :s "18(«1<<:) == ~ txtS(a;) = 1.
Wir gehen etwas genauer ein auf die Bildung der komplemen-
tären Basen in zwei besonderen Fällen:
7. Es sei (01' ml , ••• GJn eine Basis von 0 und EI' EI' .... E" die
komplementäre Basis (von .ß). Es sei
er" = e1, ,. == S (IDr 0.),
welches ganze rationale Funktionen sind, und
D = konst.~ + ~,I 4, i • · • e.,11
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die Diskriminante von a; ist dann nach 2.
1 " oD
Er == D :s -j)- Wo
e",r .
woraus hervorgeht, daß die Funktionen DEr ZU den ganzen Funk-
tionen gehören. Aus 6. folgt aber ferner
1,'" ii I)
D == :s iJ-- ro" C'iJ t '
e
"",und hieraus
1 t,t' «o iJD
Er E, = Til ~ a~ a-- 6}" COt '
sr: e,., .. e"t'
_ ~ iJD +~ ~ (iJD dD ~ an dD)co CD'
- D de.,.,. JYA der,. oe"", de,., e ,oe"", I t
und daraus nach einem bekannten Determinantensatz :
1 eo 1 l,L' a'D
E· E - ~ --+- ~ (O"OJ,,',
r , - D de,.,. D der, I. de.,.,
woraus das wichtige Resultat folgt, daß auch die Funktionen D Er E,
ZU den ganzen Funktionen gehören.
8. Es sei (J eine solche Funktion in .Q" daß 1, 8, (Ji, ... 8n- t
eine Basis von .Q, bilden, und es sei also
(4) /(8) ~ (Jn + G1 (jn-l + ... + an- 1 (J + an === 0
mit rationalen Koeffizienten a irreduktibel. Es soll die komplemen-
täre Basis zn 1, (J, (J2, ••• (Jn-t aufgesucht werden. Setzen wir, wenn t
eine unbestimmte Konstante bedeutet,
f(t) _ ' -1
t _ 0 - 110 + 1Jl t + 1Ji tJ +.. ·+'1"-1 '" ,
'10 == an-1 + an- 2 (J + +01 (jn-t +8"-1,
'11 = ~-2 + (1,.-38 + + on-2,
(5)
'1.-1 = 01 + 8,
'fJfI-l = 1,
80 bilden die Funktionen 'I., '11' ••• '1.-1 gleichfalls eine Basis von Q,
,da die Determinante der Gleichungen (5) = (- 1)1/1"(_-1), also .on
Null verschieden ist. -Es läßt Rich daher jede Funktion t in Q in
der Form darstellen
t = 1/0 '1, + 111 '11 '+ ... + Yf&-l '1.-1·
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Die Reihe der rationalen Funktionen Yo' 111, ••• Yn-l setzen wir nun
fort, indem wir die Funktionen 'Yn, 1/n+1, ••• durch die Rekursion
bestimmen
(6) anYr+ On-I '!Ir + 1 +... + GJ 1/,,+n-s + a1 Yr+n-l + Yr+n = o.
Nun ist nach (5)
(7)
also
8 fJo aß '/n-1'
(J1Jl === '10 - an-I "ln-I,
(J 11. == '11 - Gn-I 'In-I,
(J'1Jn.-l = '1n-i-at 71.,.-1,
t (J = Yl 'lJo + y.'lJl + .... + Y",,-I7]n-1 + Yn'ln-I,
und ebenso allgemein für jedes ganze positive r:
t 8" == y, fJo + Yr+ 1 '11 + ···+ !/,.+ n-I1]",-i + 1/,.+ n-l '1n-1,
oder, wenn man '10' '1/1' ••• '1J1&-1 durch 1, (J, Os, ••• 0"-1 ausdrückt:
,.0" == ~r) + ~,.) (J + ~,.) 81 + ... + :lf..r) 87&-1
bOl I, ta-I'
worin
z<;> == Y,. a,,_t + !/,+ 1 aft_ 1 +... + !/, +ft-t a1 + Y,.+,,-I' .
z<;> = 'U,. 0"_1 + Y,.+1 a._s +.. -+ Y,.+ft-I'
:t<~t= 'II,.a1 + 'r+l'
~:!-1= Y,.-
Mithin ist [nach der Definition von S, § 2 (5)]
S (~) = ~O) + x11) + ~I) + + Z<:~11)
== Yo an-I + 2111 an - 2 + + (n - 1) Yn-s 4 t +",!1ft-I,
also, auf , === 'Ir angewandt:
8(71,.) = (r + 1)(1,.-1-"; 8(71'11-1-,.) = (n-r)a,.,
worin lJo = 1 zn setzen ist.
Setzt man daher zur Abkürzung
8(0") = 8r ,
80 folgt, so lange r < n, mittels (5)
(8) (n - r)ar = a,.Be + ar-18 t + ... + a,. 8'-1 + 8,.
und nach (4) allgemein
(9) 0 = a,.8r + lIn-t8,.+ 1 + ... + G18r +,.- t + 8r +,,·
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Aus diesen Formeln folgt aber ferner:
I I' (fJ) = n (Jn-t +.(n - 1) GI On-t + .0·. + 2 lIn-2 0 + tIn-t(10) = 80 '1Jo + 81 1Jl +... + 8n - 11Jn-t'(Ir I' (0) = e; '10 + 8 r + t '1Jl + 0 •• + 8r+1&-~ 'In-2 + 8r +n - 1 'ln~to
Beachtet man nun den Wert der Determinante des Gleichungs-
systems (5), so folgt hieraus mit Rücksicht auf die Definition der
Norm und der Diskriminante in § 2 (4) und (12) die wichtige Formel
(11) 8o, 81, • 0 • 8n- 1
NI' (0)=(- 1)1/2 f&(n - l ) 81, 81, •• • 8n == (_1)1/2 1& (n- l ) LI (1,0,81, ••• 0"-1).
Die Gleichungen (10) ergeben aber auch mit Rücksicht auf die
Definition 1. die zu 1, 8, 8 1, ••• (}1&-1 -komplementäre Basis:
'10 "11 '1ft-l
/' (8) , I' «(J)' · o. f' (fJ) •
9. Bedeutet Q == [~1' "" ... an] einen Modul, dessen Basis zu-
gleich eine Basis ~ ist, 80 erhält man aus der zn "1' tIs, •.. ~
komplementären Basis von Sl, a;, a;, ... ~ einen anderen Modul
o Cl' = [a;, a;, ... ~], welcher der zu 11 komplementäre Modul
genannt wird. Derselbe ist, wie sich aus 5. in Verbindung mit
§ 4, 2. sofort ergibt, von der Wabl der Basis von a unabhängig.
10. Wir betrachten insbesondere den zu 0 = [rot, GJs, . 0 • ron]
komplementären Modul e = [Sl' EI' ..• Sn]. Setzen wir
so ist nach 3.
tJ.t.) = eJ.t} = 8 (CD aJ E \f't,,,r r , ,)
eine ganze rationale Funktion Ton z, und es folgt:
Hieraus ergibt sich, daß der Modul 0 e (§ 4, 7.) teilbar ist durch t;
andererseits ist, weil 0 die Funktion 1 enthält, e teilbar durch 0 e, also
a e = e,
d. h, der Modul e, der zwar nicht bloß ganze Funktionen enthält,
besitzt die charakteristische Eigenschaft IL § 7 der Ideale. Dasselbe
gilt infolgedessen auch Ton dem Modul r. Da die beiden Moduln
280 -
D e, D e2 nach 7. nur ganze Funktionen enthalten, so sind dieselben
Ideale, und aus 7. ergibt sich noch
N (De) = t»-».
11. Ist (J eine Funktion in 0 von der Art, daß 1, (J, 02, ••• On-l
eine Basis von a, bildet, 80 daß in der irreduktibeln Gleichung
1(8) = (Jn + a t (jn-l + ... + an-l (J + an == 0
die Koeffizienten ganze rationale Funktionen von z sind, so kann
man für r = 0, 1, 2, ... n - 1 die ganzen rationalen Funktionen k~r)
so bestimmen, "daß
l
(Jr = ~ /dr) Ci)~ t t
1, n
wird. Wendet man hierauf den Satz 5. und 8. an, so folgt:
f' (0) E8 == ~O) 110 + lc~l) ''11 + ... + ~n-l) 11"-1 '
und hieraus ergibt sich, daß der Modul
1'(fJ)e = f




1. Hilfssa tz. Sind je zwei der Ideale B, b, C, ••• relativ prim, so
existiert immer eine Funktion, welche in bezug auf jedes von ihnen
einer gegebenen Funktion in 0 kongruent ist. ·




fit =1, fJt = 0, YJ =0,
ltt =0, fJl:=' 1, 11 =0,
«t =0, fJl =0, 11 = 1,
also:
m = a bc ... = a Cl! = bb1 == CCl === ;
der größte gemeinschaftliche Teiler von Cl t === bc , bt == tl C •••
't = ab ... ist alsdann gleich 0, da kein Primideal zugleich in Ql' bl' ~, ...
aufgehen kann. Folglich kann man (§ 4, 5.) 0'1 aus 01' fll aus &1'
11 aus S, · .. 80 auswählen, daß
"1 + ßl + 1'1 + ... == 1,
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Sind daher A, lI', 11, ••• gegebene Funktionen in 0, 80 genügt
m - la1+ P,fJl + Vl'l + ... (mod. m)
den Bedingungen
tU == Ä (mod. a), m = p. (mod. &), m =v (mod. c), ...
2. Es seien l', ~1' ~2' • • • die sämtlichen voneinander verschiedenen in
einer beliebigen linearen Funktion z - c aufgehenden Primideale und
o(z - c). .pe 1'~1 1'~2 · · ., e + e1 + es+·.. == n (§ 9, 7.).
Man wähle die Funktionen 1, 11, )..i' . •• teilbar bzw. durch p, \}1'.p2' • •.,
aber nicht durch pi, p~, t>:, ... und lasse b, b1, b2, ••• beliebige jedoch
voneinander verschiedene Konstanten bedeuten. Nach 1. läßt sich
dann eine Funktion t bestimmen, welche den Kongruenzen genügt
t =b+1 (mod·lJ'), t =61 + Al (mod. ll:), t =b!j +1.,2 (mod.V:),. · .,
also
t - b (mod.ll), t = b, (mod. Pt), t = b. (mod. "J, ... ,
so daß, wenn airgendeine Konstante bedeutet, t - a i höchstens
durch eines der Primideale .p, .pt, .pI' ..• und niemals durch eines ihrer
Quadrate teilbar ist. Ist daher rp (t) ==- l1(t - a) eine ganze Funktion
der Variablen t mit konstanten Koeffizienten, so ist cp <t) ::::= 11 (~ - a)
stets und nur dann durch -lJm teilbar, wenn cp (t) algebraisch durch
(t - b)m teilbar ist, und wenn lJm die höchste in cp (t) aufgehende
Potenz von l' ist, 80 ist folglich Vm - 1 die höchste in tp' (~) aufgehende
Potenz von lJ. Soll daher cp (t) durch z - c teilbar sein, so muß tp (t)
durch die Funktion nt eD Grades
1P (t) == (t - b)~ (t - b1)e1 (t - b,)ez · · ·
teilbar sein. Mithin ist die Kongruenz
2:0 + Zt t + Xi ~2 + ... + 2:"-1 tn- 1 = 0 (mod.z - e)
nur durch solche ganze rationale z zn befriedigen, die alle durch
z - e teilbar sind. Setzt man also, indem man mit Itt0), ~l), •••
ganze rationale Funktionen von z und mit 0)1' IU
"
••• O)n eine Basis
von 0 bezeichnet:
1 = /c;,0)CD} + It!t0) SI + ... +i<:> (D.,
t = ~l) CDt + ~1) GJ1 +.. ·+ 1e~l)0",
" = ~t) 101 + ~I) CD1 + ... + Te<:) CDn ,
"'-1 - ~tl-l)GJ +~1I-l)lD + ... + ~.-I)I'l1L
" - 1 I I I. .. • -,.,
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so kann die Determinante
k == ~ + lif..0) ~l) ••• Jc<n-l)
.:::::::. - 1 51 n
weder identisch verschwinden, noch durch z ~ e teilbar sein (vgl.
die Note zn § 9, 1.).
Es folgt also, daß
N (t - b) = f (t, z)
irreduktibel ist. Da nun f (t, z) = 0, also f (t,o) durch z - e teilbar
ist, 80 muß /(', o) durch t/1(t) teilbar, also, da beide Funktionen von
gleichem Grade sind,
I (t, c) = 11' (t)
sein, woraus man noch für eine folgende Anwendung schließt:
S(t) =eb + etb1 + esbs +... (mod. z - c),
und, indem man dieselbe Betrachtung auf die Funktionen t 5l, t 3 •••
anwendet, was, falls keine der Konstanten b verschwindet, sicher ge-
stattet ist,.,:
8('51)=ebl + elb~ + etb: + (mod. z - e),
8 (tB) = eh' + e1b~ + esb; + (mod.z - e),
Es ist also pe die höchste in I (t, e), also lJe-1 die höchste in
I' (t, c) aufgehende Potenz von " und da
f' (t, e) =t' (t, z) (mod. lJe),
80 ist 4"-1 auch die höchste in f' (t, z) aufgehende Potenz von lJ.
EUeraus ergibt mch
01' (t, z) = m .pe-t l'~1-1 ... ,
worin m und folglich auch N (m) relativ prim zu z - eist.
Ist nun D die Diskriminante von &2., 80 ist hiernach und nach
§ 10, (11) und § 2, (13) (von konstanten Faktoren abgesehen)
NI' (t, z) == LI(1, t, '2, ... "'-1) = D lt' = (z - c)--' N (m),
wenn 8 die Anzahl der verschiedenen in z - c aufgehenden Prim..
ideale lJ, lll' 'I' · .. bedeutet; und da Tc und N (m) durch z - e
nicht teilbar sind, 80 ist (z - c)"-' die höchste in D aufgehende
Potenz von z - e, Folglich:
(1) D = II(z - c)n-"
worin das Produktzeichen H sich auf alle solche linearen Ausdrücke
z - e bezieht, in denen weniger als n verschiedene Primfaktoren
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aufgehen, die also durch die zweite oder eine höhere Potenz eines
Primideals teilbar sind.
Es gibt also nur eine endliche Anzahl linearer Funk-
tionen z - c, die durch das Quadrat eines Primideals
teilbar sind.
Wir setzen nun
(2) a = lIve- l ,
worin sich dasProduktzeichen II auf alle diejenigen Primideale p
bezieht, von denen eine höhere als die erste, nämlich die ete Potenz
in ihrer Norm aufgeht, und nennen dieses Ideal ß das Verzweigungs-
ideal. Aus (1) und (2) folgt sofort
(8) N(3) = D.
Dafemern-8>e-l, also e(n-8)-2 (e-l) > (e-l)(e-2»O
ist, so ist D teilbar durch pl(~l), also auch durch al , und man kann,
wenn man mit b gleichfalls ein Ideal bezeichnet, setzen:
(4) oD = b5" N(b) = I)n-2.
3. Ist eine Funktion IJ in 0 durch jedes in z - c aufgehende
Primideal teilbar, 80 ist S (~) durch z - c teilbar.
Beweis. Es sei t dieselbe Funktion wie in 2., so daß man
setzen kann:
zq == Xo + x1 t + Z2(;2 +... + Xn-ltn- 1,
worin die Koeffizienten x, X o, Xl' ••• ~1l-1 ganze rationale Funktionen
von z ohne gemeinsamen Teiler sind, von denen die erste durch
z - e nicht teilbar ist (vgl. 2.). Aus unserer Voraussetzung über
die Funktion ~ folgt, wenn die Konstanten b dieselbe Bedeutung
wie in 2. haben,
Xo + Xl b + 2:, bl + + X"-l b--1 = 0 (mod. z - C),
x, + 2:1 b1+XI~+ + %n-l b~-1 = 0 (mod. z -cl,
~. + 2:1 bs + 2:,~+·.. + XR-l b~-l = 0 (mod. z - C),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..
und hieraus, indem man die Kongruenzen mit e, el' es, ... multi-
pliziert und addiert:
Z,ft+ :1:1 8 (' ) + zs8 (t ' ) + ... + %,._t8(rz-l) =~8(,) 0 (mod.z-c),
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also, da x durch z - c nicht teilbar ist,
S(q)=O (mod.(z-c)
t = .p l't P2 .•.
das Produkt der sämtlichen voneinander verschiedenen in r auf-
gehenden Primideale. Ist wie oben a das Verzweigungsideal, so ist
(5) ra == I!tJe == 01'
und mithin ,.n
N (r) == D·
Jede Funktion ~ in r hat nach 3. die Eigenschaft, daß S (~) durch r
teilbar ist. Ist nun, wie in § 10
e = [EI' E2 , ••• En]
der zu 0 komplementäre Modul, (J eine beliebige Funktion in r, so
kann man setzen
w. z. b. w.
4. Es sei jetzt
r == (z - c) (z - Cl) (Z - c2) · ••
das Produkt sämtlicher voneinander verschiedenen Linearfaktoren
von D und
Zt = 8 (f1 G'.Jt) ,
also, da (I ml eine Funktion in t ist, e, eine durch r teilbare ganze
rationale Funktion von z. Hieraus folgt, daß das Ideal t durch den
Modul ,. e teilbar ist. Es ist also auch das Ideal D t teilbar durch
das Ideal r D e, Zugleich ist
N (Dt) = f'A o-«. N (r De) = r" o-> (§ 10, 10.);
mithin nach § 8, 9.
f1 = Xl EI + X, EJ +.. ·+ X" En ,
worin nach § 10, 3.
Dr=,-Dt
oder
(6) r == r e,
Woraus mittels der obigen Bemerkung über q folgt, daß, wenn E
eine beliebige Funktion in e bedeutet, S (B) eine ganze rationale
Funktion Ton z ist. Aus der Formel (6) folgt durch Multiplikation






Multipliziert man die letzte Gleichung mit D, so ergibt sich aus (4)
eD ~ == 32 b,
folglich
(8) De == 3b
und durch Multiplikation" dieser Gleichung mit e nach (7)
(9) De2 == b,
5. Ist 8 eine "ganze Funktion von z in a, und N (t ~ 0) = 1('),
so ist t' (0) teilbar durch das Verzweigungsideal ~.
Be weis. Ist f (t) reduktibel, so ist I' (fJ) === 0, also sicher teilbar
durch 5. Im anderen Fall ist nach § 10, 11.
st' (0) = f
ein Ideal, folglich durch Multiplikation mit a nach (7)
(10) 0 I' (8) == f a.
Zugleich folgt, wenn wir wie in § 10, 11.
setzen,
also:
N/'«(J) = N(f)N(~) == DN(f)
=== konst. k'J D [§ 10, (11) und § 2, (13)],
(11) N (f) == konst, k2
ein vollständiges Quadrat
§ 12.
Die gebrochenen Funktionen von z im Körper g.
1. Jede beliebige Funktion '1 in .Q läßt sieh nach § 3, 3. auf
unendlich viele Alten als Quotient zweier ganzen Funktionen von z
darstellen (der Nenner kann sogar eine ganze rationale Funktion
Ton z sein). Es sei also 11
"l=-
",
und 1', " ganze Funktionen von z (Funktionen in 0~ Ist nun m der
größte gemeinschaftliche Teiler der heiden Hauptideale 0 IJ, 011, also,
wenn Cl, & relative Primideale sind,
(1) op=am,ol1=bm,
so folgt (§ 4, 6.)
(2) av = bl' oder Q'1 = b.
also nach (1) .
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Ist also ce eine beliebige Funktion in u, so ist a 1] in & enthalten,
also jedenfalls eine ganze Funktion von z, Ist umgekehrt a eine ganze
Funktion von z, welche die Eigenschaft hat, daß IX 1J = {j eine ganze
Funktion ist, so folgt
«11 == ßIJ,
"0 == (Ja;
da nun Q, b relativ prim sind, 80 muß « durch e, ß durch b teilbar
sein, und daraus folgt:
Es ist a der Inbegriff aller derjenigen ganzen Funktionen IX,
welche die Eigenschaft haben, daß Ge "1 eine ganze Funktion ist, und
der Inbegriff aller dieser ganzen Funktionen IX'I ist das Ideal b;
oder anders ausgedrückt:
Es ist b das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von
0'1 und 0, ebenso Q das kleinste gemeinschaftliche Viel-
fache von ~ und o. Hiernach muß, wenn c', b' zwei der Bedingung
fJ
a' 1J = b' .
genügende Ideale sind, Cl' durch a teilbar sein. Sei also
80 folgt:
b' = n 0 'I = n &.
Umgekehrt ist auch für ein beliebiges Ideal n
n Cl '1 == n b.
2. Es seien jetzt Q, b zwei der Bedingung
oTJ = b
genügende Ideale, gleichviel ob relativ prim oder nicht. Der Quotient
~ ist nach § 4, 8. der Inbegriff aller derjenigen Funktionen y, welche
a
die Eigenschaft haben, daß a" durch b teilbar ist. Zu diesen Funk-
tionen gehören gewiß alle Funktionen von der Form Ci) fJ, wenn ID
eine beliebige Funktion in 0 bedeutet. Aber auch umgekehrt ist
jede Funktion r von dieser Form; denn da 0" durch b, also auch
durch 0 teilbar ist, so ist es ein Ideal (da es die Eigenschaften
1, Il., § 7 hesitzt], also wenn c gleichfalls ein Ideal ist:
af = c&
und durch Multiplikation mit 1J
by = c6'1_
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b (! iJ == cbv 6,
o (} 1'" == C'V es, 0 l' == C1].
Beides zusammen liefert den Satz




b(3) 0'1 == a·
Sind in dieser Darstellung b, a relativ prim, was nach 1. stets und
nur auf eine Weise angenommen werden kann, BO soll b das Ober-
ideal, Q das Unterideal der Funktion fJ heißen.
3. Ist wieder allgemein
b
Q '1 = &, also D'I == Q
und IX eine beliebige Funktion in Q, ß eine zugehörige Funktion in b, 80 ist
'1 = l und afl = &cx.
IX
Hieraus folgt durch Bildung der Normen
N(b)
N ('1) = konst. N (a) ,
4. Sind 1}, fJ' zwei Funktionen in Q, und ist wie in 1.
an == b; B' 11' == b',
gleichviel ob c, b; c', b' relativ prim sind oder nicht, so folgt
a B' fJ "1' == IIb',




&b' 1 _ (l '1 _ b11'
°'I} 'I}' = Qil' O-;;-b' 0-;r-Cib"
5. Ist Cl'l = b, ll"l' = b', so wird auch
G ('1 + '1) = b"
ein Ideal sein, weil, wenn «"'I, "'1' ganze Funktionen sind, stets
auch ce (fJ + '1') eine solche ist. Ist also
& , !J'
0'1 = a' 0'1 = a'
80 folgt b"
0('1+ 11') = a;
und aus
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haben die heiden Ideale b, b' einen gemeinsamen Teiler, so ist der ...
selbe auch Teiler von b",
6. Es sei jetzt I} eine Funktion in ~, deren Oberideal durch
ein beliebig gegebenes Primideal l', aber nicht durch V2 teilbar ist
(solche Funktionen existieren stets; dieselben können sogar ganze
Funktionen von z sein), also
m.p
o~ == n'
worin m, n durch lJ nicht teilbare Ideale sind. Sei ferner '1 eine
beliebige Funktion in a, deren Unterideal durch lJ nicht teilbar ist, also
b
01J==a
und a nicht teilbar durch p. Man wähle eine beliebige Funktion a
in Q, die nicht durch .p teilbar ist, und eine entsprechende Funk-
tion fJ in b, 80 daß
wird. Sei
/Je =/Jeo' fJ =fJo (mod. lJ),Co = ßo,fXo
worin a o, Po, Co Konstanten sind, deren erste von Null verschieden
ist. Nach 5. ist
c(fl- Co rx) = bt C(, {j - Co a =0 (mod. .p)
folgt, da a durch II nicht teilbar ist, daß b1 durch .p teilbar sein
muß. Setzt man also
7J - Co == (J711 ,
so ist auch das Unterideal von '11 durch V nicht teilbar. Auf
diese WeiBe läßt sich eine ganz bestimmte Reihe von Konstanten
co, Cl' .•. er-I' ... derart ermitteln, daß
1J == Co + () 7J}1
111 == CJ + Q '1.,
11,.-1 == Cr- 1 + () "Ir, ••. ,
worin die 111' 7J" ••• 1Jr, ••• Funktionen bedeuten, deren U~terideale
keine anderen Primfaktoren haben können als das Unterideal von '1
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und das Überideal von f/ mit Ausschluß von p, Demnach ist für
jedes ganze positive '1'
'1J == Co + ell} + ... + Cr - 1 (Jr-t + "1rl}r.
Ist das Unterideal von t durch V', nicht durch lJ'1+1 teilbar, so kann
man dieselbe Betrachtung auf die Funktion 'IJ = t e8 anwenden und
erhält
§ 13.
Die rationalen TraDBformationen der Funktionen des Körpers il.
Ist 2:1 eine beliebige, nicht konstante, Funktion der Körpers Q
(eine Variable in.Q1 so besteht, wie in § 2 nachgewiesen, zwischen ZI
und zeine irreduktible algebraische Gleichung, welche, von Nennern
befreit, in bezug auf Zt vom Grade e, in bezug auf z vom Grade e1
sei Es ist, wie eben dort gezeigt, e ein Divisor von 11, n = e [;
Es sei diese Gleichung
(1)
(2)
Jede rationale Funktion t von z und %1 läßt sich (§ 1) mit Hilfe
dieser Gleichung auf die beiden Formen bringen
f ~ === 2:0 + Xl Z1 + ·.·+ Ze-l Z~-l,
) f. = Z(l) + ~1) Z + ...+ ZU) Zt l -1l bOl el-!'
und zwar nur auf eine Weise so, daß %0' :1:1, ••• Xe - l rationale Funk-
tionen von z, ~1), ~1), ••• :.;{1} 1 rationale Funktionen von ~ sind.
o 1 et-
Ist nun 8 eine solche Funktion, daß 1, 8, 8 1, ••• 8"-1 eine Basis·)
von Q, (in bezug auf e) bilden, so bilden nach § 2 die 1t Funktionen
{
I , . %1' z~, . •• ~-1,
(3) 8, (J~, 8z~, •.• 8~-1,
6·,~: • 6·'~ : ~. · 8·'~ ~ ~~ . · . 8·'- 1 -a-1
, ~1' Nt, • • • ·i
*) Man kÖDDte statt der Basis 1, 6, ..... (1ft-I auch eine beliebige andere
Basis VOD Il dieser Betrachtung ngrDDde legen. Es geai«t aber flir Ull8erell
Zweck, weDD wir gerade diese ..Wen.
ne••kiDd, GeeammeUeWerke, I. 19
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gleichfalls eine solche Basis, und daraus ergibt sich nach (2), daß





l~,~ ~ ,~f~1 Z, ,
Zi, • . • Zt:l-l,
(J zlJ , (Jzt:t - 1 ,
f)f- t Z2, (Jf- 1 Zt:1 -1,
die zur Abkiirmng mit
",(1) 1J]{t) ~(l)
-'1' -'2'· -. -'''1
bezeichnet sein mögen, eine Gleichung von der Form
~1) ",(1) + z(l) 'r)(I) +... + zU) 'tJ(l) = 0
1 -'I 2 -'I nl -'nt
nur dann besteht, wenn die rationalen Funktionen ~I), x~l), ... x<;~
von %1 sämtlich verschwinden. Daraus folgt nach (2), daß jede
Funktion '1 in ~, und zwar nur auf eine einzige Art, darstellbar ist
in der Form:
7J = ~1) 't)(l) + ~1) '1)(1) + ... + z(1) '1')(1)1 -'I 2 -'2 tat -'''1 '
worin die x<1) rationale Funktionen von Zl sind.
Jede solche Fnnktion q genügt einer algebraischen Gleichung vom
Grade "1' deren Koeffizienten rational von ZI abhängen, denn es ist
'1-Cl) = ~1) .,(1) + ~1) '1J(l) + ... + ~l) 1J"I(t)
"li 1,1 -, 1 1,2 i 1, ttl -'-1'
11 7JU) = ~1) fJ{l} + z(t) '1(1) + .·-+ x(I) iJ1(1)
2 9, 1 1 2, 2 I 2, fit -,"1 '
." /f'J(l) == :z;<t) 1J1(1)+ z(l) .,,(t) +... + zU) lJ1(t)
-, .,111 ntt 1 -, t ft.lt 2 -'2 'Rh "t ·'''1 '
und mithin
I
x<1) - 7J x(1) • • - ~1)
1,1 '1,2' 1,nt
~1) x!1) -1/ . -. ~t)
2,t' 2,i' t,nt = o.
I ~(~) , -:: ", .. ";1)' "- 'tI
! nlt 1 ' "t, 2' fltJ B\ -, I
Es läßt sich nun zeigen, daß man eine Funktion 1] = 81 so aus..
wählen kann, daß 01 nicht zugleich einer Gleichung niedrigeren
Grades, deren Koeffizienten rational von z. abhängen, genügt.
Wir stützen uns zum Beweis dieser Behauptung auf den folgen..
den Satz, dessen Beweis sich leicht durch den Schluß Ton m - 1
auf fI~ ergibt. Ist
(5)
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eine ganze rationale Funktion von Xl' Xi' . . .. Xm , deren Koeffizienten
Funktionen in .ß sind, die nicht alle verschwinden, so kann man
für die Zt, Xi' .. • · X m solche konstanten oder rational von %1 ab-
hängigen Größen setzen, daß F in eine nicht verschwindende Funktion
in.Q übergeht. Ist alsoF(x1 , x" .... xm) für alle solche :1:1 , Xi' .... X m
gleich Null, 80 folgt auch für beliebige konstante oder rational von Zl
abhängige e«; dxs' ••• dX m
dF = F'(Zt)dx1 +F'(Z2)dxs + .... + F'(xm)dxm = o.
Ist nun
(J === x 'J1(l) + X .,,(1) + ..... + z 9){1)
1 1 ·'1 S "'2 fl,1 -'n,
und
{
I == x '1(1) + x 71(1) + ... + x 1/(1) ,
1, 0 1 2, 0 2 fltt 0 fit
.(J~ " • ~1••1 .~~~) .~ ~2.~ ~~~) .'••" ••~ ~..~, ~ ~.~::
(Jm == X 9)(1) + X ...,(t) + ... + X '11(1)
1 1, m ·'1 2,m ·'2 fl.tt'" "'tlt'
80 sind die Xk, A ganze rationale und homogene Funktionen vom
Grade k von Xl' XI' .... Xflt und hängen außerdem rational von Zt ab..
Ist also
q>(81) = amOr +am - 1 0'f - l + .... +a1lJt + ao = 0
die Gleichung niedrigsten Grades, welcher 81 genügt, deren Koeffi-
zienten rational von Zl abhängen, 80 genügen die Funktionen
ao, a1 , ..... am der Bedingung
(I=1,2, ... "t)
I
und zugleich ist In <nr Da nun nicht alle aus den Koeffizienten ZA, t
zu bildenden m-reihigen Determinanten verschwinden können, weil
sonst 81 einer Gleichung von niedrigerem als dem m teD Grade genügen
würde, so folgt aus letzteren Gleichungen, daß man die Qo, a l , .... a-
als ganze homogene Funktionen von Xl' XI' .•• ;1;ft l voraussetzen kann.
Wenn nun die Gleichung tp (81) == 0 für alle rational von %1
abhängigen Zu XI' ••• Z"l bestehen soll, 80 muß nach obigem Satze auch
dtp = fJJ' (81) tl fJ1 + da. 8r + ... + aal 01 + dao = 0
sein, und wenn m < "1 ist, 80 lassen sich die dz1 , dxl , .... dXn.t'
ohne daß sie alle verschwinden, so bestimmen, daß




q/ (81) dfJ1 == 0
ist. Da aber cp'«(Jt) vom Grade m-l ist, BO muß d8 1 === 0, also
d Xl = 0, d XI = 0, ... d X"i == 0 sein. Daher kann nur m = "'I sein.
Ist also (Jt so bestimmt, daß die Gleichung niedrigsten Grades
"1
F1 (81 , Zt) = 0
den Grad nt wirklich erreicht, BO lassen sich alle Funktionen in &2.,
und zwar nur auf eine Weise in der Form darstellen
fJ = X~l) + X~l)(jl + ... + X~~_l lJ~l-t,
worin die Koeffizienten X~l), X;.1), ... x~~-1 rational von Zl abhängen;
denn man kann unter dieser Voraussetzung 1J~1)"· 'IJ~t), • • • 1J~1 ver-
mittelst der Gleichungen (5) in der angegebenen Weise darstellen.
Es lassen sich also sowohl ZI' ()1 rational durch z, 8, als
auch umgekehrt z, (J rational durch Zu (Jl darstellen.
Die Variable z, die wir bisher als die unabhängige bezeichnet
haben, kann daher jede beliebige (nicht konstante) Funktion des
Körpers Q, sein. Während aber die Gesamtheit aller Funktionen des
Körpers Q, gänzlich ungeändert bleibt, sind die Begriffe: B as i s ,
Norm, Spur, Diskriminante, ganze Funktion, Modul, Ideal
wesentlich abhängig von der Wahl der unabhängigen Veränder-
lichen z.
In dem. besonderen Falle nur, wenn zwei Variable z, ~ linear
voneinander abhängen, ist eine Basis von Q in bezug auf z zugleich
eine solche in bezug auf Zt; ebenso sind Normen, Spuren und Dis-
kriminanten in diesem Falle für z und Zt identisch.
Sind ", fJ irgend zwei Funktionen in ~, so bestehen zwischen
denselben Gleichungen, deren linker Teil eine ganze rationale Funktion
von fJ und fJ ist.
Unter diesen ist eine (nach § 1)
F (a, (J) == 0,
welche sowohl in bezug auf a als in bezug auf fJ von möglichst
niedrigem Grade ist, und diese soll die zwischen a und fJ be-
stehende irrednktible Gleichung heißen. Diese ist, von einem




Die Punkte der Riemannschen Fläche.
Die bisherigen Betrachtungen über die Funktionen des Körpers a
waren rein formaler Natur. Alle Resultate waren rationale, d. h.
nach den Regeln der Buchstabenrechnung mittels der vier Spezies
abgeleitete Folgerungen aus der zwischen zwei Funktionen in .Q be-
stehenden irreduktiblen Gleichung. Die nnmerischen Werte dieser
Funktionen kamen nirgends in Betracht. Man würde sogar, ohne
andere Prinzipien anzuwenden, die formelle Behandlung noch wesent-
lich weitertreiben können, indem man zwei Funktionen des Körpers .ß
nicht als durch eine Gleichung verbunden, sondern als unabhängige
Veränderliche auffaßt, wobei dann alles auf algebraische Teilbarkeit
von rationalen Funktionen zweier Veränderlichen hinausläuft. Wir
haben auch diesen Weg durchgeführt, der jedoch in Darstellung und
Ausdrucksweise sehr schwerfällig ist und bezüglich der Strenge nicht
mehr leistet als der im vorhergehenden benutzte Gang. Nachdem
nun aber der formale Teil der Untersuchung soweit geführt ist,
drängt sich die Frage auf, in welchem Umfange es möglich ist,
den Funktionen in Q, solche bestimmten Zahlenwerte bei-
zulegen, daß alle zwischen diesen Funktionen bestehenden
rationalen Relationen (Identitäten) in richtige Zahlen-
gleichungen übergehen. Es erweist sich bei dieser Untersuchung
als zweckmäßig, auch das Unendlichgroße als eine bestimmte Zahl 00
(Konstante) zn betrachten, mit welcher nach bestimmten Regeln ge-
rechnet wird *). Die mittels der rationalen Operationen in dem 80
erweiterten Zahlengebiet ausgeführten Rechnungen führen stets zu
einem ganz bestimmten Zahlenresultat, wenn nicht im Verlaufe der
Rechnung eines der Zeichen ee + 00, o· 00, 00, ~ auftritt, Zeichen,
- (X)
welchen kein bestimmter Wert zukommt. Das Auftreten einer solchen
Unbestimmtheit in einer Gleichung ist nicht als ein Widerspruch auf-
zufassen, da in diesem Falle die Gleichung gar keine bestimmte Be-
*) Das Unendliche als eiDen bestimmten Wert .11 betrachten ist in der
Funktionentheorie vielfach üblich 1IDd Dfiblich. Es spricht sich dies bei R i ema D D
Ii. B. darin aus, daß er seine die algebraischen Flmktionen darstellenden Flächen
als geschlossen betrachtet.
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hauptung mehr enthält, also von der Wahrheit oder Unwahrheit
derselben auch keine Rede sein kann. Unter den Funktionen des
Körpers .Q finden sich außer unendlich vielen Veränderlichen auch
sämtliche Konstanten, d, h, Zahlen. Hiernach gelangt man durch
die oben gestellte Forderung zn folgendem Begriff.
1. Definition. Wenn alle Individuen a, {J, 7', .•• des Körpers Q,
durch bestimmte Zahlwerte "0' {Jo' 10' ... so ersetzt werden, daß
(I.) "0 == et, falls" konstant ist, und allgemein
(11.) (m + tJ)o = «0 + Po' (IV.) (" IJ)o = ao{Jo,
(Ill.) (IX - {J)o = ao- {Jo' (V.) (;)0 = ;:
wird, so soll einem solchen Zusammentreffen bestimmter Warte ein
Punkt ~ zugeordnet werden [den man sich zur Versinnlichung
irgendwie im Raume gelegen vorstellen mag *)], und wir sagen, in ~
sei IX = a o, oder tx habe i n ~ den Wart t%o. Zwei Punkte heißen
stets und nur dann verschieden, wenn eine Funktion a in a existiert,
die in beiden Punkten verschiedene Werte hat.
Aus dieser Definition des Punktes soll nun die Existenz des-
selben, sowie der Umfang des Begriffes deduziert werden. Zunächst
ist aber hervorzuheben, daß nach dieser De:6nition der "Punkt" ein
zum Körper a gehöriger invarianter Begriff ist, der in keiner
Weise abhängt von der Wah! der unabhängigen Veränderlichen, durch
welche man die Funktionen des Körpers darstellt.
2. Sata Ist ein Punkt ~ gegeben, und z eine in ~ endliche
Variahle in & (eine solche existiert für jeden Punkt; denn ist Zo = 00,
so ist G)0 = 0, also endlich), so hat auch jede ganze Funktion tD
Ton z in ~ einen endlichen Wert Wo - denn zwischen CD und z be-
steht eine Relation von der Form
111
1 === a - + b -. + ... +k-
G) G) cu'" '
*) Eine geometrische Versinnlichung des "Punktes" ist ilbrigens keineswegs
Dotwendig und trigi zu einer leichteren AuffaB81ll1g nieht einmal viel bei. Es
g8DÜgt, das Wort "PoDkt 14 als einen kurzen und bequemen Audruck für die be-
schriebene Wert~KoexisteDZ sn betrachten.
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worin a, b, _.. kaIs ·ganze rationale Funktionen von z nach (II.),
(ill.) , (IV.) in ~ endliche Werte haben. Mithin kann (!) nicht
. GJ 0
gleich 0, also COo nicht gleich 00 sein.
3. Satz. Ist z irgendeine in ~ endliche Variable, 80 ist der
Inbegriff l> aller derjenigen ganzen Funktionen n von z, welche in 'i13
verschwinden, ein Primideal in z; wir sagen, der Punkt ~ erzeuge
dies Primideal lJ. Ist m eine ganze Funktion von z, welche in ~
den Wert Cllo hat, so ist m = Wo (mod. ~).
Beweis. Ist n~ == 0, n~ == 0, 80 ist auch (n' + n")o= n~ + 1C~ == 0,
und wenn ro eine beliebige ganze Funktion von z, also Wo endlich ist,
so folgt aus no == 0 auch (mn)o = Wo :1to = 0; also ist lJ ein Ideal
in z (§ 7, 1., 11.). Das Ideal l> ist von 0 verschieden, da es die
Funktion "1" nicht enthält.
Hat (i) in ~ den Wert WO' 80 ist (m - coo)o == 0, folglich co =(Do
(mod. p), also jede ganze Funktion von z einer Konstanten kongruent
nach dem Modnl p, Daher ist (§ 9, 7.) l> ein Primideal.
4. Satz. Dasselbe Primideal l> kann nicht durch zwei ver-
schiedene Punkte erzeugt werden.
Denn zunächst ist der Wert einer jeden ganzen Funktion m in
einem das Ideal ~ erzeugenden Punkt ~ durch die Kongruenz GJ=Wo
(mod. lJ) vollkommen bestimmt. Ist aber 7J eine beliebige Funktion
in .Q" 80 lassen sich nach § 12, 1. zwei ganze Funktionen a, ß, die
nicht beide durch .p teilbar sind, so bestimmen, daß
CEfJ=-P
wird. Da nun die endlichen Werte "0' Po nicht heide verschwinden,
so folgt aus (V..)
ao
'1. = fJo'
also ebenfalls durch , vollkommen bestimmt.
Es ergibt sich hieraus noch, daß zwei Punkte, in denen eine
Variable z endliche Werte hat, dann und nur dann voneinander ver-
schieden sind, wenn eine ganze Funktion von z existiert, welche in
beiden verschiedene Werte hat.
5. Satz. Ist z irgendeine Variable in ~ und V ein Primideal
in z, so gibt es einen (und nach 4. auch nur einen) Punkt 13,
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welcher dies Primideal erzeugt, und welcher der Null pu n k t des
Ideals lJ genannt werden soll
Be w e is. Es sei '1 eine beliebige Funktion in ..ß, und ~ eine
solche, deren überideal durch lJ, aber nicht durch pS. teilbar ist. Es
lassen sich dann nach § 12, 6. stets und nur auf eine Weise eine
ganze Zahl m, eine von Null verschiedene endliche Konstante c und
eine Funktion 111' deren Unterideal nicht durch l> teilbar ist, so be-
stimmen, daß
Wir setzen
110 == 0, C, 00,
je nachdem m positiv, Null oder negativ ist. Dieser Wertbestimmung
der Funktionen des Körpers Q entspricht ein Punkt ~, da die Be-
dingungen (I.) bis (V.), wie man sofort übersieht, erfüllt sind *).
Jede Funktion, deren Überideal durch 4l teilbar ist, also ins-
besondere jede Funktion in lJ erhält nach dieser Festsetzung in ~
den Wert Null, d. h. der so bestimmte Punkt ~ erzeugt das Prim-
ideal ~.
Jede Funktion, deren Unterideal durch 4l teilbar ist, und nur
eine solche hat in , den Wert 00, und daraus geht hervor, daß
eine ganze Funktion Ton z in keinem Punkte, in welchem zeinen
endlichen Wert hat, unendlich ist, und, da eine gebrochene Funktion
von z im Unterideal gewiß ein Primideal enthält, also mindestens
in einem Punkte, in welchem z endlich ist, unendlich sein muß, so
ist auch umgekehrt jede Funktion, die in keinem Punkte, in welchem z
einen endlichen Wert hat, unendlich ist, eine ganze Funktion von z.
6. Aus 3., 4., 5. ergibt sich nun das folgende Resultat. Um
alle existierenden Punkte ~ und jeden nur ein einziges Mal zu er-
halten, ergreife man eine beliebige Variable z des Körpers a; man
bilde alle Primideale 4l in z und konstruiere für jedes derselben den
Nullpunkt, so sind alle diejenigen Punkte ~ gefunden, in denen z
*) Ist T/ = c'em" + 11; (Jm' +1, so ist z. B.
7] _ -m' (.E... + ")
;( - ~ C' ~1Jl'
worin
1]" - c',1t - c7Ji
t - C' (e' +~ '1;)
eine Funktion von derselben Beschaffenheit ist wie '1ft (noch einfacher 'ist der
Beweis in den übrigen Fillen).
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endlich bleibt; ist ~' ein von diesen verschiedener Punkt, 80 hat in
ihm z' == ..!:.. den endlichen Wert Null; umgekehrt ist jeder Punkt ~',
z
in dem z' den Wert Null hat, von den Punkten ~ verschieden. Das
durch einen solchen Punkt ~' erzeugte Primideal V' in z' (welches
aus allen in ~' verschwindenden ganzen Funktionen von z' besteht)
geht in z' auf, und umgekehrt ist der Nullpunkt eines jeden in z'
aufgehenden Primideals V' in z' ein Punkt ~', in 'Welchem z' === 0
also Z = 00 ist. Mit diesen in endlicher Anzahl vorhandenen, den
verschiedenen .p' entsprechenden Ergänzungspunkten und den vorher
aus den Primidealen p in z abgeleiteten ist die Gesamtheit aller
Punkte ~ erschöpft, deren Inbegriff die R i emann sehe F Iäehe T bildet.
§ 15.
Die Ordnungszahlen.
1. Definition. Ist ~ ein bestimmter Punkt, so betrachten wir
die sämtlichen in ~ verschwindenden Funktionen 1t in .Q" und er-
teilen jeder derselben eine bestimmte Ordnungszahl nach folgen-
dem Gesichtspunkt.
Eine solche Funktion ~ hat die Ordnungszahl 1, oder heißt
unendlich klein in der ersten Ordnung oder 01 in ~, wenn alle
Quotienten!!.. in ~ endlich bleiben. Ist (/' eine ebensolche Funktion
~
wie ~, so ist .i.... in 13 weder 0 noch 00, und umgekehrt, ist s. in 13
~ q
weder ,0 noch 00, so ist ~' gleichfalls unendlich klein von der ersten
Ordnung. Gibt es ferner für irgendeine Funktion 1r: einen ganzen
".. ~, positiven Exponenten r, 80 daß ..!. in 13 weder 0 noch 00 wird, so
~r
gilt dasselbe Ton ~, und s erhält die Ordnungszahl ,. oder heißtqr
unendlich klein in der Ordnung r im Punkte '.13. Wir werden auch
sagen, " ist or in , oder " ist 0 in ~.
Um die Frage nach der Existenz solcher Funktionen ~ und
solcher Ordnungszahlen r zu. entscheiden, ergreife man eine beliebige
in , endliche Vsriable z, bezeichne mit ~ das durch " erzeugte
Primideal in z, und stelle jede Funktion. (mit Ausnahme der




5. Hieraus ergibt sich unmittelbar, daß die Ordnungszahl eines
Produktes zweier oder mehrerer Funktionen gleich ist der Summe
der Ordnungszahlen der einzelnen Faktoren.
Die Ordnungszahl eines Quotienten zweier Funktionen ist gleich
der Differenz der Ordnungszahlen des Zählers und Nenners.
Ist '11' '11' •.• 1], eine Reihe von Funktionen und m die algebraisch
kleinste unter ihren Ordnungszahlen, so ist
relativen Primidealen in z dar. Das Oberideal jeder dieser Funk-
tionen ist dann durch II teilbar, und es gibt darunter auch solche,
deren Oberideal nicht durch lJi teilbar ist; diese haben die Ordnungs-
zahl 1; für die übrigen Funktionen :11 ist die Ordnungszahl der Exponent
der höchsten im Oberideal aufgehenden Potenz von lJ, was sich aus
den Sätzen des § 12 ohne weiteres ergibt.
2. Hat eine Funktion 7J den endlichen Wert '10 in ~, 80 sagen
wir, 11 habe diesen Wert r-mal in ~ oder in '1 mit ~ zusammen-
fallenden Punkten oder in ~r, wenn die Funktion 1] -1}o in ~ un-
endlich klein in der Ordnung r ist. Ist aber '10 == 00, so sagen wir,
fJ habe den Wert 00 r-mal in 'l3 oder in ,. mit ~ zusammenfallenden
Punkten, oder '1J sei 00" in ~ oder 00 in ~", wenn .!.- in ~,. verschwindet.
7J
3. Wird eine Funktion '1 in ~ ocr, 80 legen wir derselben auch
die Ordnungszahl - r bei, wenn aber fJ in ~ weder 0 noch 00 wird,
so habe sie die Ordnungszahl o. Hiernach kommt in einem beliebigen
Punkte~ jeder Funktion des Körpers .Q eine ganz bestimmte 0 rdnungs-
zahl zu, mit Aumahme der beiden Konstanten 0 und 00.
4. Ist (J eine Funktion, welche in einem beliebigen Punkte ~
die Ordnungszahl 1 besitzt, und 7l eine Funktion mit der (positiven,
negativen oder verschwindenden) Ordnungszahl ffl, 80 läßt sich nach
dem Schlußsatz des § 12 für jedes beliebige positive ,. eine Reihe
von Konstanten co, Cu ••• er-I, deren erste- nicht verschwindet, und
eine in ~ endliche Funktion fI 80 bestimmen, daß
1J = Co()m + Cl ()tR-l +... + 0r-1 ~.+"-1 + es ()fA+r
'7Jl = e..~. + cftl}fA+ 1,
11. = el () '" +c1l q fR + l ,
• • • • • • • • • • w •
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worin die Konstanten e1 , e2 , ••• e, jedenfalls nicht alle verachwinden.
Sind daher Cl' CS ' ~ •• C, Konstanten, so ist die Ordnungszahl von
7J == CI 1/ 1 + c.1Js + ... + C, 1']"
falls Cl e1 + Cs eg + ... + eses von Null verschieden ist, ebenfalls m,
sonst größer als m.
6. Komplexe von Punkten, welche denselben Punkt auch mehr-
mals enthalten können, nennen wir Polygone und bezeichnen die-
selben mit ~, ~, ~, ...
Es bedeute ferner ~~ das aus den Punkten von ~ und von ~
zusammengesetzte Polygon in der Weise, daß, wenn ein Punkt ~
r-mal in 21, s-mal in ~ auftritt, er (r + 8)-mal in ~ 58 vorkommt.
Daraus ergibt sich die Bedeutung von ~r und von 21 = ~,. ~~1 ~~2 •••,
und die Gesetze der Teilbarkeit der Polygone in vollkommener Über-
einstimmung mit denen der Teilbarkeit der ganzen Zahlen und der
Ideale. Die Rolle der Primfaktoren übernehmen dabei die Punkte;
um aber auch die Einheit zu erhalten, muß man das gar keinen
Punkt enthaltende Polygon D (das Nulleck) zulassen.
Die Anzahl der Punkte eines Polygons heißt seine Ordnung.
Ein Polygon von der Ordnung 11, wird auch kurz ein n-Eck genannt.
Der größte gemeinschaftliche Teiler zweier Polygone ~, ~
ist dasjenige Polygon, welches jeden Punkt ~ so oft enthält, als er
in 'R und ~ mindestens vorkommt. Ist dies .0, so heißen ~, '8
relativ prim,
Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von ~ und t3
ist dasjenige Polygon, welches jeden Punkt so oft enthält, als er in
'll und 58 höchstens vorkommt. Sind 2l, 58 relativ prim, 80 ist il ~
ihr kleinstes gemeinschaftliches Vielfache.
Ist if == ~ 13~1 ~~I • •• ein beliebiges Polygon, so gibt es stets
Funktionen z in Q" welche in keinem der Punkte ~ unendlich sind.
Denn wenn z in einigen Punkten von ~ unendlich ist, 80 kann man
eine Konstante C 80 wählen, daß z - c in keinem der Punkte von ~
den Wert 0 hat, und dann ist ~1~ in allen Punkten des Polygons 'I
z-c
endlich. Legt man eine solche Variahle z zugrunde, so ist der In-
begriff aller derjenigen ganzen Funktionen von z, welche in den
Punkten des Polygons ~ (jeden nach seiner Vielfachheit gezählt)
verschwinden, ein Ideal a = 4J' ~~llJl •••, und man kann sagen, das
Polygon ~ erzeuge das Ideal Q, oder il sei das Nullpolygon des
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Ideals Q. Der Idealbegriff fällt hiernach vollständig zusammen mit
dem Begriff eines Systems ganzer Funktionen, welche alle in den-
selben festen Punkten verschwinden. Das Ideal 0 wird erzeugt durch
das Nulleck D.
Das Produkt zweier oder mehrerer Ideale wird erzeugt durch
das Produkt der Nullpolygone der Faktoren, größter gemeinschaft-
licher Teiler und kleinstes gemeinschaftliches Vielfache zweier Ideale
durch den größten gemeinschaftlichen Teiler und das kleinste gemein..
schaftliehe Vielfache der entsprechenden Nullpolygone.
7. Satz. Ist z irgendeine Variable in ~ und n der Grad des
Körpers .Q, in bezug auf z, so nimmt z jeden bestimmten Wert c in
genau <.11, Punkten an. - Denn wenn 0 das System aller ganzen
Funktionen von z und c eine endliche Konstante bedeutet, so ist
o(z-c) == P~1l>~2 •••, et + e. +... = n (§ 9, 7.),
wenn 111' ll., ..'. voneinander verschiedene Primideale in z bedeuten.
Bezeichnet man mit ~1' ~I' •.. die Nullpunkte von l>1' l>2' •••, BO hat
nach 2. z den Wert einet Punkten 'J (oder in ~~l), in es Punkten ~,
(oder in ~?) usf., also in den 1J, Punkten des Polygons YI3~l ~~2 •••
Umgekehrt: ist ~ ein Punkt, in welchem z den Wert c hat, und P'
das durch ~ erzeugte Primideal in z, 80 ist z =e (mod. t»), und
folglich ist \J eines der Ideale \'1' lJ" •••, mithin ~ einer der Punkte-
~l '2 .. · Dasselbe Resultat gilt aber auch für 0 = 00; denn weil n
auch der Grad von a, in bezog auf 2:.. ist, so nimmt letztere Variable
z
den Wert 0, folglich z den Wert eo in genau n Punkten an. Ans
§ 11 folgt, daß nur für eine endliche Anzahl von Werten "der Kon-
stanten c einer der Exponenten el1 e"... größer als 1 sein kann.
Die Zahl 'Rt, d. h. die Anzahl der Punkte, in welchen die Funk-
tion z je einen konstanten Wert hat, soll die Ordnung der Funktion z
genannt werden. Die Konstanten und nur diese haben die Ordnung
Null Für alle anderen Funktionen in ~ ist die Ordnung eine posi-
tive ganze Zahl. Die Ordnung einer Variablen z ist zugleich der
Grad des Körpers .sa in bezug auf z,
§ 16.
Konjugierte Punkte und konjugierte Werte.
1. Definition. Ist e ein bestimmter Zahlwert, 80 entspricht.
demselben, wie in § 15 gezeigt, ein Polygon. von n (gleichen oder
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verschiedenen) Punkten ~', ~", ... ~(t&), in welchen die Variable
n ter Ordnung z eben diesen Wert hat; diese n Punkte sollen kon-
jugiert nach z beißen; durch einen von ihnen (und durch die
Variable z) sind die übrigen bestimmt. Läßt man c nach und nach
alle. Werte annehmen, 80 bewegt sich das Polygon ~ = ~'~" ... ~(,,),
und zwar 80, daß stets alle seine Punkte sich verändern. Man er-
hält hierbei also alle überhaupt existierenden Punkte und nur die-
jenigen (in endlicher Anzahl vorhandenen) mehrfach, in welchen z - Zo
oder ~ in höherer als der ersten Ordnung verschwindet. Es ist
z
daher das Produkt aller dieser Polygone
IIra = T ßz,
wo T die einfache Gesamtheit aller Punkte, die Riemannsche
Fläche, .8z ein bestimmtes endliches Polygon ist, welches das Ver-
zweigungs- oder Windungspolygon von T in z heißt. Jeder
in ßz enthaltene Punkt D heißt ein Verzweigungs- oder Windungs-
punkt von T in z, und zwar von der Ordnung 8, wenn er genau
s-mal in B, vorkommt. Es ist 8 = e - 1, wenn z - 20 oder...!. in Dz
unendlich klein von der eten Ordnung ist. Die Ordnung des Poly-
gons .3z heißt die Verzweigungs- oder Windungszahl W z der
Fläche T nach z. Diejenigen Punkte des Verzweigungspolygons, in
welchen z einen endlichen Wert hat, erzeugen zusammen das Ver-
zweigungsideal in z (§ 11)~
Will man Ton dieser Definition der "absoluten" Riemannschen
Fläche, welche ein zu dem Körper Q, gehöriger invarianter Begriff
ist, zn der bekannten Riemannschen Vorstellung übergehen, so hat
man sich die Fläche in einer z - Ebene ausgebreitet zu denken,






worin (I, b, e, i/, .Konstanten bedeuten, deren Determinante ad - bc
Ton Null verschieden ist, so ist
&= &; W:=W~.
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Denn wenn in einem Punkte ~ z - Zo oder ~ unendlich klein in der
z
eteD Ordnung ist, so ist in demselben Punkte auch
, , (ad ~ b c) (z - 2:0)
z - Zo = (a + bz) (a + bzo),
oder falls %0 unendlich ist:
, , -(ad - be)
Z-Zo== b(a+bz) ,
oder falls z~ = 00, also a +bzo = 0 ist:
1 a+bz
?! = c +dz
unendlich klein in der eten Ordnung.
Ist insbesondere '1/ = !, so ist die Verzweigungszahl wz = wz,
z
gleich dem Grade der Diskriminante LI.(Ct) vermehrt um die Anzahl
der verschwindenden Wn.rzeln von Llz, (a) = 0 (§ 11).
3. Definition. Die Werte 'Tl', 71", ••• 1J(ft), welche eine beliebige
Funktion 11 in a in ~ nach z konjugierten Punkten ~', ~", ... ~(7&)
annimmt, heißen konjugierte Werte von 1J nach z.
4. Satz. Ist N,,(fJ) die Norm einer beliebigen Funktion in bezug
auf z, so ist der Wert, welchen diese rationale Funktion von z für
z = Zo besitzt, gleich dem Produkt 'IJ' "I" ••• 'IJ(fI) der zu z = %0 ge-
hörigen konjugierten Werte von "1, wobei von dem Falle, daß dies
Produkt unbestimmt wird, also einer. dieser konjugierten Werte 0,
ein anderer 00 ist, abzusehen ißt. Beim Beweis dieses Satzes können
wir annehmen, es sei Zo endlich; denn ist Zo = 00, so legen wir
statt z die Variable z' = .!.. zugrunde, wobei die Nonn ungeändert
z
bleibt. Ferner können wir annehmen, die Werte 11', 'Tl", ... 1](7&) seien
alle endlich; denn ist einer von ihnen unendlich, so ist n. V. keiner
derselben gleich 0, und wir betrachten statt 7J die Funktion .!...
E · ~s sei nun unter diesen Voraussetznngen
o(z - zo) = 1'~1 l'~ ~3 •••
und ~1' ~I' ~,' ••• die Nullpunkte der voneinander verschiedenen
Primideale lll' ,., Pa' . .. Wir konstruieren ein System ganzer Funk-
tionen A, '" von z nach folgender Regel:
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Es sei
1} teilbar durch PI' nicht durch lJ:;
1." "Ps,,, " 4>: ;
13 " ".ps'" " P:;
""1 teilbar durch 1l:2, ~~a, ••• , nicht durch .pu .p~2+ t, lJ~3+ 1, •. .;
/Li" ,,1l~1, .p~3, ...," " Pt, .p~1+1, .p~3+1, ••.;
113" ".p~1, l>~2, •••,,, " l's' ll~l+1, P~2+ 1, ... *).
Die n Funktionen
""1' "'I At, 1'-1 1: , 1L11~1-1,
/AI' p,g Ä!, 1'. A:, "'ll~2-1,
1'8 , PsÄs, Ps 1:, • · • · 1'3 A.~3-t,
die wir mit '11' 'l~, ... '1J1I bezeichnen, bilden dann eine Basis von .Q;
diese Behauptung ist in der nun zn beweisenden allgemeineren enthalten.
Wenn
(z - %0) t = X I 7Jl + X s '7]1 + .··+ Zn "1n
mit ganzen rationalen Koeffizienten Xl' Z., ... Zn ist, und t in den
Punkten ~1' ~2' ~8'··· endliche Werte t', ~", t"', ... hat, so müssen
die sämtlichen Koeffizienten Xl' X2 , ••• Xfl durch z - Zo teilbar sein
In der Tat ist z. B. im Punkte ~1 die linke Seite unendlich klein
mindestens in der Ordnung er Es muß also nach § 15, 5. auch
Zl '7Jl + Z91J1 + ···+ Zt:l "1t:l == ~1 (Xl + XI Al + ·..+ X~l Ä.~1-1)
in dieser Ordnung unendlich klein sein. Dies ist aber nur möglich,
wenn Xl' XI' ••• X'1 in ~1 verschwinden, also durch z - %0 teilbar
sind, w. z. b, w.
, Hiernach können wir setzen:
7J ",.1~ = fit (z{10) + %\1) At + ·.. + Z<:l-U A~1-1)
+ 111 (Z<:> + :z;~l) 1. + + X<:2-1) }..~2-1)
+ P. (Z<So) + :e~t) 1. + + X<:3-1) 1~3-1)+...,
worin die x<.0), x<.1), ••• z<:), ... rationale Funktionen von z sind, die alle
für z - Zo endlich bleiben. In den Punkten ~I' 'J\., ... ist die linke
.) Die Möglichkeit, solche Funktionen zu bestimmen, ergibt sieh aus § 9, 3.•
Anmerkung, oder auch Dach § 11, 2., wonach mau z. B. setzen kann
Ä.=t-b. ~Ae=,,«(').
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Seite unendlich klein mindestens in der Ordnung es' es'... Das-
selbe gilt für ~2 von PI' Il'., .... -, aber nicht von PI' für ~, von
1'1' 1-'2' .... aber nicht von #La' · · .; folglich ist für z = %0
x<:> = 0, x<:> = 0, X<:2-1) = 0,
x<:> = 0, X<l) = 0, ..... X<:a-l ) = 0,
In ~J ist die linke Seite unendlich klein mindestens in der Ordnung r;
daher wird, wenn r < et ist, für z = Zo
z<t> = 0, :r!-f> = 0, ... x<r-1> = 0, x<[> === '1/'.
Dieselbe Betrachtung läßt sich auf die Funktionen "1 fit A~, 'l "'81~, •..
anwenden. Setzt man also
7J '11 = Zl,l 1/1 + Xl, 2 '11 + · + Xl, n "In,
7J "12 = XS,l 1/1 + ZS,t 'I. + + 2:1, ft "ln,
'1 11ft = Zn, 1'11 + Xn, 2'11 + .... + Z"ftl1n,
80 werden in der Determinante
N ("l) = X ± ZI, 1 Zt,1 _... x.,,,
sämtliche links von der DiagonaJ.reihe stehenden Glieder für z = %0
verschwinden, während ven den Diagooalgliedern e,. gleich ",',
'1 gleich 'I", e. gleich "I,t" .... werden. Es ist also für % == 1:0
N ( ) - 'et "ea "'la'I - '1 ~ 7J •••
w. z. b.w.
5.. Da. nach der Definition der Spur (§ 2)
8('1) = 2:1, 1 + XI, I + ..... + 2;a,.
ist, 80 führen dieselben Betrachtungen zu dem Satze:
Es ist für z = Zo
8 (''1) = e1 "1' + es71" + es '1'" + ·...,
welcher jedoch nur unter der Voraussetznng gilt, daß die Werte
'I}', 'Yj", 11"', • .. endlich sind.
Der Satz 4. ergibt für ein beliebiges konstantes (oder rational
von z abhängiges) t für z = %0.
N (t -fl) = (t - '1J'Y~l (t - 'l")ts (t - '1"'Y3 .... ,
und daraus durch 'lergleichung der Koeffizienten gleicher Potenzen
von t für jeden dieser Koeffizienten einen Ausdruck durch die konju..
gierten Werte (symmetrische Funktionen).
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6. Ist fJl' 111' • • • 'rJ1I eine Basis von SI,, so ergibt sich durch
Anwendung von 5. sofort der Wart der Diskriminante dieses Systems
fürz=zo
A ( , ) (~+'" (n»)j
.az 111' "11' • • • 7]n = .6.J _ "11 1'J2 ••• 1/n '
wenn 1'}:, "I:', · · · 1'J~ß) die sämtlichen gleichen oder verschiedenen, aber
als endlich vorausgesetzten, zu Z = %0 gehörigen konjugierten Werte
von 7}& bedeuten.
§ 17.
Darstellung der Funktionen des Körpers JJ durch Polygonquotienten.
Eine Funktion 1J des Körpers a hat nur in einer endlichen
Anzahl von Punkten eine von Null verschiedene Ordnungszahl; die
Summe sämtlicher Drdnnngseahlen ist gleich 0, also die Summe der
positiven gleich der Summe der negativen Ordnungszahlen, und zwar
gleich der Ordnung der Funktion 7J (§ 15). Sind die Ordnungs-
zahlen einer Funktion 11 für jeden Punkt ~ bekannt, so ist damit
die Funktion "1 bis auf einen konstanten Faktor bestimmt; denn
hat 'fJ' überall dieselbe Ordnungszahl wie 'Tj, so hat ~ (nach § 15, 5.)
11
überall die Ordnungszahl Null und ist also (nach § 15, 7.) eine Konstante.
Bilden wir also ein Polygon ~, in welches wir jeden Punkt, in
dem 1'J eine positive Ordnungszahl hat, so oft aufnehmen, als diese
Ordnungszahl angibt, und ein zweites Polygon 58, in welches wir in
entsprechender Weise die Punkte aufnehmen, in welchen 1] eine nega-
tive Ordnungszahl hat, so sind die Polygone 1:, 58 von gleicher
Ordnung, und zwar von der Ordnung der Funktion 1]. Durch diese
Polygone j[, ~ ist also die Funktion 1J bis auf einen konstanten
Faktor bestimmt. Wir setzen in symbolischer Bezeichnung
i:
'1='8'
und nennen • das Obereck, 5B das Untereck der Funktion '1*).
Nach dieser Festsetzung sind die beiden Polygone ~, 5B relativ
prim; es ist aber zweckmäßig, die Bezeichnung dahin auszudehnen,
*) Alle FuuktioDen der eiDfachen Schar ('I) haben hiernach dieselbe Be-
zeicuug :. ud es wiirde daher korrekter seiD, ('1) = : ll1l setzen; indessen
führt diese Beseielmung n 1IDDötigeD Weitli1lfigkeiteD.
DedeklDd; GeIam.1Delte Werke, I. 20
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daß man auch gemeinschaftliche Faktoren in 'I, ~ zuläßt, was durch
die Bestimmung geschieht, daß
IDl il I:
IDl5B - '8




80 kann ein Punkt ~, in welchem 1] die Ordnungszahl m besitzt,
mt-mal in 'I, mi-mal in ~ aufgenommen werden, wenn m t - m. = m
ist. Es ist auch jetzt noch die Ordnung Ton il gleich der von ~,
aber nicht mehr gleich der Ordnung der Funktion 71.








"I "I' = \8 \8' , "I' = 58 'A' ·
Nach § 14:, 5. ist eine Funktion "l' dann und nur dann eine
ganze Funktion Ton '1, wenn jeder im Untereck von ",' auf-
gehende Punkt auch in dem von 11 enthalten ist.
§ 18.
Äquivalente Polygone und Polygonklassen.
1. Definition. Zwei Polygone ~, i{' von gleichviel Punkten
heißen äquivalent, wenn eine Funktion 1] in a existiert, welche
(nach § 17) die Bezeichnung hat:
~
1] = ~,.
2. Ba tz. Ist 'I äquivalent mit 'lI' und mit ~", 80 ist auch 'i(' mit





3. Definition und Satz. Alle mit einem gegebenen Poly-
gon ~ äquivalenten Polygone !l', 21", ... bilden eine Polygonkissse A.
Nach 2. kommt dann jedes beliebige Polygon in einer und nur in
einer Klasse vor; denn sind 1:, ~ zwei äquivalente Polygone, welche
zu den Klassen A, B führen, so ist nach 2. jedes Polygon der
Klasse B zugleich in A enthalten und umgekehrt, und daher sind
beide Klassen identisch.
Alle Polygone einer Klasse haben dieselbe Ordnung, welche die
Ordnung der Klasse genannt werden soll.
4. Es können aber Polygone existieren, welche mit keinem anderen
äquivalent sind, und deren jedes daher für sich eine Klasse bildet.
Solche Polygone mögen isolierte genannt sein.
5. Ist IDl ein beliebiges Polygon, und il äquivalent mit ~', so
ist auch im'I äquivalent mit ID1 i{' ; aber auch umgekehrt folgt aus
der Äquivalenz von IDlil mit IDl~' die Äquivalenz von'! mit i{'.
6. Ist!. mit ~', '8 mit ~' äquivalent, so ist auch ~~ mit 1:' '8'
äquivalent. Die Klasse 0, welcher das Produkt .58 angehört, UDl-
faßt daher die sämtlichen Produkte je zweier Polygone der Klassen
A, B von il und '8 (aber außerdem unter Umständen noch unendlich
viele andere Polygone) und soll als das Produkt der beiden Klassen
A, B bezeichnet sein:
0= AB == BA.
Die Definition des Produkts von mehreren Klassen und die Gültigkeit
des Fundamentalsatzes der Multiplikation ergibt sich hieraus von selbst.
7. Sind A, B, D drei Klassen, welche der Bedingung
DA=D~
genügen, so folgt A = B; denn sind ., ~, 1) drei Polygone der
Klassen A, B, D, so folgt aus der Voraussetzung, daß 1).tl mit 1)~,
und folglich }8 mit I: äquivalent ist.
8. Geht ein Polygon ~ der Klasse A in einem Polygon ([ der
Klasse 0 auf, 80 gilt dasselbe von jedem Polygon ·ir' der Klasse A;
denn AUS ~ ~ j{l' folgt nach 5., daß C!' = 9(' 'B in 0 enthalten
ist, und wir können also, obschon nicht umgekehrt jedes Polygon der
Klasse 0 durch ein Polygon der Klasse A teilbar zu sein braucht,
sagen, die Klasse 0 sei durch die Klasse A teilbar. Ist~'
irgendein Polygon der Klasse B Ton 58, 80 ist auch ~" = .'~' in




Ist also 0 durch A teilbar, so gibt es eine und (nach 7.) nur eine





1. Sind 1:1 , Ws, ..• !C, bestimmte, und zwar äquivalente Poly-
gone, und il ein beliebiges Polygon derselben Klasse A, 80 existieren
8 Funktionen in &
_ilJ 'r1-'12 --,
"11 -.' -,I - 'll' 1], - "W.
Setzt man, wie in § 15, 5. für einen beliebigen Punkt ~
'11 = e, ,- + (SI (JfR +1,
712 == e. ()m + cf2 e;t. +1,
7]s = e, (l'" + CSs qm+ 1,
worin ~ in ~ 01 ist, e1 , ez, . . . e, Konstanten, die nicht alle ver-
schwinden, und Cf1 , d" ••• es, in ~ endliche Funktionen bedeuten, so
folgt, daß jede Funktion 'I der Schar ("11' ~I' • •• ,,/,), d. h. jede
Funktion von der Form
'I = Cl "l1 + CI 711 +·.. + c. 'IJ.
in , eine Ordnungszahl hat, die nicht kleiner als m ist, und daraus
nach § 17, d&ß die Funktion 11 in die Form
!I'
'1J=-W
gesetzt werden kann, wo ~' gleichfalls in der Klasse A enthalten isl
Wählt man für ~ ein beliebiges anderes Polygon 58 der Klasse ..4,
und setzt




f-- ,_ill111 b - '1Jt - 58'
", , W,
'l3b = "1' = jf"'
und folglich
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Jedes durch den Nenner ~ und ein Konstantensystem Cl' CI' ••• e,
ersengte Polygon wird daher auch durch jeden anderen derselben
Klasse angehörigen Nenner 5.8 erzeugt, und der Inbegriff der sämt-
lichen Polygone ~', die den verschiedenen Warten der Konstanten
Cl' CI' ••• c, entsprechen, ist nur abhängig von den Polygonen
~, ~s, • • • '21,. Dieser Inbegriff soll daher eine Polygonschar mit
der Basis ilt , ~2' • .. • ~8 genannt und mit
('HI , ~, ••. ~,)
bezeichnet werden.
2. Haben die Polygone '11 , ~I' .... 'll, einen größten gemein-
schaftlichen Teiler IDl, so ist derselbe nach 1. auch Teiler eines jeden
Polygons ir' der Schar (1:1 , 1:2 , ••• ~,), und kann der Teiler der
Schar genannt werden; aber es läßt sich in dieser Schar ein Polygon
54' = IDl5B derart bestimmen, daß ~ relativ prim zu einem beliebig
gegebenen Polygon wird. Ist nämlich unter Beibehaltung der Be..
zeichnung von 1. ein Punkt '.P genau p-mal in IDl und lI",mal in 'I
enthalten, so ist, wenn
'7J == e ~tn + d (ltn + 1
gesetzt wird, m niemals kleiner als" -11, und es ist m = I'- - 11,
wenn man die Konstanten Cl' Ci' .. • . CB so wählt, daß
e = Cl et + C, eg + ... + CB e,
Ton Null verschieden ist. Der Punkt ~ ist daher mindestens ,.,,-mal
in ~' enthalten, und unter der letzteren Voraussetzung auch nicht
öfter als p-maL Da man nun die Konstanten Cu CI' ••• c. immer 80
wählen kann, daß eine beliebige Anzahl von Ausdrücken der Form
•
in deren keinem die sämtlichen Konstanten et , e:, .... verschwinden,
Ton Null verschiedene Werte haben, 80 folgt die Richtigkeit der auf-
gestellten Behauptung.
S. Sind die Funktionen TJl' '1" .... lfJ, in 1. linear abhängig oder
unabhängig, so gilt das gleiche Ton den Funktionen 71;, '1;, ... · 'I;.
Wir werden dementsprechend auch die Polygone 'll!, 'I" ..... jI, linear
abhängig oder unabhängig und ihr System linear rednktibel
oder irreduktibel nennen.
Da nach § 5, 4. jede Funktionensehar eine irreduktible Basis
besitzt, so folgt, daß auch jede Polygonseher eine irre d u k t i b 1e
Ba8 i 8 hat. Ist 8 die Anzahl der Polygone einer solchen Basis, so
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heißt die Schar eine s-Iache, oder 8 die Dimension der Schar.
Irgend 8 Polygone einer solchen Schar bilden eine irreduktible Basis
derselben oder nicht, je nachdem sie linear unabhängig oder ab-
hängig sind (vgl, § 5, 4.).
4. Bind die Polygone tt1 , ~I' ...... ~. linear abhängig oder un-
abhängig, 80 sind, wenn IDl ein beliebiges Polygon bedeutet, auch
!R'l1' IDl~" ...... IDlir, linear abhängig oder unabhängig und umgekehrt..
§ 20..
Erniedrigung der Dimension der Schar durch Teilbarkeitsbedingungen.
1. Es sei
8 = ('11' ~I' ... ~.)
eine s-fache Schar vom Teiler IDt Es wird nach der Mannigfaltig..
keit derjenigen Polygone ~' der Schar S gefragt, welche einen beliebig
gegebenen Punkt wenigstens einmal öfter enthalten als der Teiler IDl
der Schar.
Ist der Punkt ~ ,.. ...mal in IDl und ,,·mal in einem beliebigen
mit ~, 1:., .. . . äquivalenten Polygon ca enthalten, 80 ist, wenn wir
wie in § 19
~ - 'IfJ -,. n- +. OM +1
'il - "'1 - ~1 {C'" Ul ... ,
~ - 1)1 - e n M +.. n-+ t
• - -,I - I ~ vi" ,
~.y = 11, = e, fM + e, Q- + 1
setzen, m = p - 11, und von den Konstanten et , es, . . . e, ist wenig-
stens eine, etwa e" von Null verschieden. Die gesuchten Polygone 'I'
sind dann durch die Gleichung charakterisiert
~'
1f == 11' = Cl 711 + CI "1. + ..... +c,1}.,
worin die Konstanten Cl' CI' • . • e, an .die Bedingung gebunden sind
c, et + Cs es +.... +e, e. = o.
Hiernach können wir setzen
!'
T = e.'1' = Cl (e.'11 - e1'I,) +... + C.- 1 (6,'1'-1 - e.-l 'I.).
;...~
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Daraus aber ergibt sich, wenn wir
"1; = e,7'Jl - e1'YJ.,
'1~ == e,1}2 - es1/,,
11~~1 = e, "13-1 - eß - 1 '1}8
setzen, daß die Funktionen 71' eine (8 - 1)-fache Schar (1J~, 1'/;, .. · 7J~ -1)
bilden; denn die Funktionen '1~, 1/;, · · · 7j; -1 sind linear unabhängig,
wenn es, wie vorausgesetzt, die Funktionen "11' 1'J., .. • '1, sind Es
bilden also auch die Polygone ~' eine (8 - l)-fache Schar
S' = (il~, !:;, . · · ~;-1)'
wenn
~:T = e, fit ' - e, "1,
gesetzt wird. Der Teiler dieser Schar ist durch IDl' teilbar, wenn
auch nicht notwendig damit identisch.
2. Hieraus ergibt sich sofort, daß die Polygone einer Schal" 8,
welche durch ein beliebiges r-Eck 9l teilbar sind, eine mindestens
(r - 8)-fache Schar bilden. Denn nehmen wir an, es sei dies bereits
für ein r - Eck 9l bewiesen, 80 folgt die Richtigkeit der Behauptung
für ein (r + tl-Eck ~9l' unmittelbar aus 1., indem durch das Hinzu-
treten des Punktes ~, wenn ~ im Teiler der durch ~ bereits redn-
zierten Schar enthalten ist, die Dimension nicht weiter geändert, sonst
um 1 erniedrigt wird.
Hieraus folgt als Spezialfall, daß es in einer s-faohen Schar
immer wenigstens ein Polygon gibt, welches durch ein gegebenes
(8 - 1).Eck teilbar ist.
3. Man kann, wenn r :s;: 8 ist, das r-Eek: 8l so wählen, daß die
durch 9l teilbaren Polygone der Schar 8 eine genau (8 - r)-fachf
Schar bilden. Zu diesem Ende wähle man einen Punkt ~, welche]
im Teiler von 8 nicht enthalten ist; die durch , teilbaren Polygon:
in 8 bilden Dach 1. eine (8 - 1)- fache Schar 8'; man wähle eine]
zweiten Punkt ", der nicht im Teiler von 8' enthalten ist; di
Polygone in 8', die durch 1J', d, h. die fo1ygone in 8, die durch 13'
teilbar sind, bilden eine (8- 2)-fache Schar, UsL; zugleich erhell
aus dieser Bildungsweise, daß man Bl zu einem beliebig gegebene
Polygon rel&Üv prim annehmen kann. Ist r = 8, 80 wird hiemac
in 8 kein durch 8l teilbares Polygon e:sisüeren.
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§ 21.
Die Dimensionen der Polygonklassen.
i 1 = w'581 , ~ = ~~I' ••• (i. = ~~.,
80 ist 0 durch .A. teilbar, und es existieren in 0 auch ebenso viele
linear unabhängige Polygone
@:; = 'iI'~1' ~ = il'}6., ... ~; = ~r~"
welche durch ein beliebiges mit ~ äquivalentes Polygon i(' teilbar
sind (§ 18, 8.; § 19, 4.). Diese Zahl 8 hängt daher nur von den
beiden Klassen A, 0 ab und kann füglich mit (A, 0) bezeichnet
werden. Der Wart des Symbols (A, 0) ist gleich 0 zn setzen, wenn 0
nicht durch A teilbar ist. Die Dimension einer Klasse A. wird hier-
nach mit (0, A) bezeichnet, wo 0 die aus dem Nulleck D bestehende
KlaBBe bedeutet. Ist (nach § 18, 8.)
O=AB,
80 folgt:
(1) (A, 0) = {A, AB) = (0, B);
denn die Polygone 5Bu ~I' • • • ~., die sämtlich in B enthalten sind,
sind linear unabhängig, daher (0, B) gewiß nicht kleiner als 8~ Ist
umgekehrt ~ ein beliebiges Polygon der Klasse B, so ist .ll in 0
1. Die Polygone einer Klasse bilden eine Schar von
endlicher Dimension, welche die D'im e n s i c n der Klasse
heißen 80lL
Beweis. Wählt man in einer Klasse A, deren Ordnung m sei,
irgend 8 Polygone ~1' '!S' ... il. aUB, 80 gehören alle Polygone der
Schar ('11' ~I' ••• il.) zugleich in die Klasse A. Die Anzahl der linear
unabhängigen Polygone, die in A enthalten sind, kann daher gewiß
nicht größer sein als m + 1, weil man sonst (nach § 20, 2.) in der
Klasse ein durch ein beliebiges (m + 1)-Eck teilbares Polygon finden
könnte, was widersinnig ist. Wenn daher 8 die Maximalzahl der
linear unabhängigen Polygone '11 , ils, ... 'll, der Klasse A ist, so
muß jedes Polygon dieser Klasse in der Schar (ill' !:.,... ~8) enthalten
sein, und 8 ist die Dimension der Klasse. Das System der
Polygone ~1' 1:2 , • • • 2(, soll eine Basis der Klasse genannt werden.
Die isolierten Polygone bilden Klassen von der Dimension 1.
2. Gibt es in einer Klasse 0 8 und nicht mehr linear unab-
hängige, durch ein gegebenes Polygon. der Klasse A teilbare
Polygone
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enthalten, also auch in der Schar (~'81' ~~I' ••• '1~,), mithin ~
in der Schar (~1' 5.8,i' ••• ~8) enthalten, d. h. (0, B) = 8.
Ist a die Ordnung der Klasse A, so ist nach § 20, 2.
(A, B) > (0, O)-a,
und daraus folgt mittels (1) der allgemeine Satz
(2) (0, B) > (0, AB)-a.
3. Haben die sämtlichen Basis - Polygone einer Klasse A den
größten gemeinschaftlichen Teiler illl, so ist dieser auch Teiler sämt-
licher Polygone der Klasse A. Ist 9)1 gleich dem Nulleck D, so
heißt die Klasse eine eigentliche, im entgegengesetzten Falle eine
uneigen tliche vom Teiler IDl.
Unterdrückt man in sämtlichen Polygonen einer uneigentliehen
Klasse .A den Teiler IDl, 80 erhält man eine eigentliche Klasse A'
von niedrigerer Ordnung, aber von derselben Dimension, Diese Be-
ziehung von A zu A' soll durch das Zeichen ausgedrückt sein
A = IDlA'.
4. Der Teiler [Jl einer uneigentlichen Klasse A ist stets ein
isoliertes Polygon. Ist Dämlich
A == IDlA',
so kann man in der eigentlichen Klasse A' nach § 19, 2. ein Poly-
gon ~' 80 wählen, daß es relativ prim zu IDl ist. Ist also rol' äqui-
valent mit IDl, so ist 9)1'~' äquivalent ill~~', also in A enthalten,
mithin durch ID1; teilbar. Es ist also auch rol' durch IDl teilbar, und
da IDl und IDl' von gleicher Ordnung sind,
m = rol'.
Hiernach bildet das einzige Polygon IDl eine Klasse M, und die Be-
zeichnung IDlA' ist gleichbedeutend mit M A' (§ 18, 6 ..).
§ 22.
Die Normalbasen von o.
1. Wir betrachten im folgenden das System 0 der ganzen Funk-
tionen CD einer beliebigen Vanablen z in .Q und zugleich das System 0'
der ganzen Funktionen.,' Ton z' = ..!... Ans der Definition der ganzen
z
Funktionen erhellt sofort, daß die beiden Systeme 0, 0' nur die Kon-
stanten miteinander gemein haben, daß dagegen i e d e Funktion (iJ
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durch Multiplikation mit einer bestimmten positiven Potenz von z'
in eine Funktion m' verwandelt werden kann. Ist CDZ'r in 0' ent-
halten, so gilt das gleiche auch von Gl Z' r + 1, mz' r +2, .... In der
Reihe der Funktionen
m , m '!
aJ, Z == Z 61, Zl = Z CD, •••
werden also von einem bestimmten Gliede coz'r an alle folgenden
Funktionen in 0' enthalten sein, während alle vorangehenden nicht
darin enthalten sind. Die kleinste Zahl f", für welche z'r co in 0' ent-
halten ist, soll der Exponent der Funktion m in bezug auf z genannt
werden. Die Konstanten, und nur diese, haben den Exponenten Null.
Ist CD von Null verschieden, und r sein Exponent, so ist r + 1 der
Exponent 'Von (z - c)GJ; denn ist CD = zr al, so ist
(z-c)m
zr+l = (l-cz')m' in 0' enthalten,
(z - c) m == z G)' _ cm' nicht in 0' enthalten,
zr .
da. zwar c m', nicht aber Z tri = ~ in 0' enthalten ist. Daraus folgtzr-I
allgemein :'
Ist z eine ganze rationale Funktion von z 'Vom Grade 8,
und 'T der Exponent von (0, so ist (r + 8) der Exponent 'Von XCQ.
2. Wir wählen nun ein Funktionensystem 11 , Ä
"
••• 1n in 0
nach folgender Regel aus:
Es sei 1] eine von Null verschiedene Konstante, z. B. 1; AI sei
unter denjenigen Funktionen in 0, walehe nicht einer Konstanten
nach dem Modul 0 z kongruent sind, eine von möglichst niedrigem
Exponenten 1"2 usf.; allgemein sei 1, unter denjenigen Funktionen
in 0, welche nicht kongruent sind einer Funktion der Schar
(11 , 11, .... 1,-1) (mod. 0 z), eine von möglichst niedrigem Exponenten rr
Da (0, oz) = N (z) = zn vom n teD Grade ist, so gibt es in 0 n und .
nicht mehr nach dem Modul 0 z linear unabhängige Funktionen
(§ 6), und daher kann die Reihe der Funktionen 11 , 11 , 1., .... nicht
mehr und nicht weniger als n Glieder enthalten. Es ist dann (§ 5)
o =(11' At, · · • .1.) (mod. oz).
Die Exponenten Tl' r J , ••• Tn der Funktionen ~, J.s, ... Ä,a genügen der
Forderung
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.Jede Funktion in 0, deren Exponent< r" ist nach dem Modul 02:
kongruent einer Funktion aus der (8 - l)-fachen Schar
(1], )..2' · ". A,- 1).
Diese Funktionen Ä.1 , AI' •.. An bilden eine Basis von 0, wie
'sich aus folgender Betrachtung ergibt.
Wäre es nicht der Fall, 80 könnte man (§ 3, 7.) eine lineare
Funktion z - c und, ein System nicht alle verschwindender Kon-
-atanten an GI' " " " a" so bestimmen, daß
a] 1} + GI A2 + "··+ aß Äft = (z - c) m
wäre" Ist unter den Konstanten a die letzte nicht verschwindende aB'
'so ist auch
~ Al + all. + .... + a,l, = (z - G)m,
und der Exponent Ton CD ist sicher kleiner als r. (weil (z - c) CD in 0'
zr,
enthalten ist). Es ist also CD, und mithin, da a. von 0 verschieden
ist, auch 1, kongruent einer Funktion der 'Schar (11 , ~, •• • 1,-1)
{mod. oz), was gegen die Voraussetzung ist..
Die Funktionen 1t, 1~., ..... An bilden daher eine Basis von 0, und
diese soll N 0 r mal b a 8 i 8 genannt werden. Die charakteristischen
Eigenschaften der Normalbasis sind:
I. Die Funktionen Ä1 , ÄI , •• "Än sind linear unabhängig nach
-dem Modul 0 z.
Il Jede Funktion in 0, deren Exponent kleiner ist als der
Exponent r, von 1" ist in der Form enthalten
Cl Ä,t + CI As + ··· + C, -1 1, -1 + Z liJ, ,
worin Cl' cs' ... C,-t Konstanten, 10, eine Funktion in o.
3. Die in 0' erhaltenen Funktionen
l' - ~ l' - ~ ••• 1; - Äon
1 - Zr t ' AI - Zr,' I - Z"R
bilden eine Normalbasis von 0'.
Ist nämlich CD eine durch z nich t teilbare Funktion in 0 vom
Exponenten r, so ist der Exponent Ton CD' = ; in bezog auf z'
, .
· .. be ieht CD Q).
-ebenfalls r; denn es 1st zwar -,- = CD, a r nie ~,-1 == - In 0Zr Zr- Z
·enthalten. Da die Funbionen 11'~ . . . 1,. alle durch z nicht teilbar
-.aind, 80 Bind hiernach die Exponenten Ton 1;, ~, . .. 1~ in bezu.g auf z'
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resp, Tl' TI' ••• T". Dies vorausgeschickt beweisen wir, daß das Funk-
tionensystem A~, 1;, ... 1~ die Eigenschaften 1., 11. besitzt, wenn dort
0, z durch 0', z' ersetzt werden.
Wäre die Bedingung I. nicht erfüllt, 80 ließen sich die Konstanten
al' a'i' ... a, deren letzte nicht verschwindet, 80 bestimmen, daß
at A~ + al Ä~ + ···+ a. A; = z' m',
also auch (durch Multiplikation mit zr,)
GJ Z,,-rl Al +a"zr,-r" 12 + ... + a,ls = GJ,
worin
also eine Funktion in 0, deren Exponent kleiner als r. wäre. Dies
ist aber, da a, von Null verschieden, wegen der Voraussetzung über
die 1 unmöglich, und folglich die Bedingung I. erfüllt; daraus folgt:
0' =(1~, A;, ... 1~) (mod. 0' z'),
Wäre die Bedingung Il, nicht erfüllt, und A' eine Funktion in 0',
deren Exponent r < r
,H die nicht in der Form enthalten ist
al1~+ a l A; + ... + a.- 1 1; - 1+ z' .',
so könnte man e 5 8 so wählen, daß .
l' = al1~ + Gi 1~ + ...+ Ge 1; + z' e'
mit konstanten Koeffizienten, deren letzter aa nicht verschwindet. Es
ist hiernach auch Te 5 r. > T.
Demnach ist 1 = z"e~11' eine Funktion in 0, und es ergibt
sich durch Multiplikation mit zre
z 1 = a t zre-'rt Ät + a j z"e- r2 At+ ... + ae1e + zre-t al.
Es ist daher CD == zre-t al eine Funktion in 0, deren Exponent (nach 1.)
<:: r e - 1, und welche der Kongruenz genügt
GJ = aj Al + a~ A. +... + a~ Äe (mod. 0 z],
worin a~ = - Qe von Null verschieden ist. Hiernach müßte aber
wegen der Eigenschaft II. der Funktionen). der Exponent von CD :> 'T,
sein, woraus der Widerspruch erhellt.
Hiermit ist nachgewiesen, daß das Funktionensystem 1~, 1.; ... 1;.
eine Normalbasis von 0' bildet.
4. Wir bilden nun die Diskriminante von .ß in bezug auf die
Variable z und z' mit Hilfe der beiden Normalbasen 1, 1'; es ist:
LI. (~) === konst, LI (11' 11, • • • 1,.),
LI;/ (Q) = konst, d(1~, 1~, •.. ~).
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Setzt man aber für 1: die Ausdrücke z'f't10 BO folgt aus dem Satze
§ 2, (13)
L/z' (SlJ) === konst, Z'2(rl +'2 +... + rn) LI. (a).
Ist Llz(S!) vom Grade ~, so besitzt L1z'(~) die Wurzel z' == 0
[2 (11+'2 + ... + rn) - tJ] ..mal, und daraus ergibt sich nach § 16,2.
die Verzweigungszahl
w. = 2 (Tl +T, + ... + Tn) ,
welche hiernach stets eine gerade Zahl ist.
§ 23.
Die Differentialquotienten.
1. Da eine jede von Null venchiedene Funktion des Körpers ~
nur in einer endlichen Anzahl von Punkten den Wert Null hat, 80
folgt, daß eine Funktion in a, von der sich unendlich viele Null-
punkte nachweisen lassen, notwendig identisch Null ist, oder daß
zwei Funktionen in &!, welche in unendlich vielen Punkten denselben
Wert haben, identisch sein müssen.
2. Sind IX, P irgend zwei Variable des Körpers ..Q, so existiert
in .g eine mit (:;) zu bezeichnende Funktion, welche in unendlich
vielen Punkten ~ der Bedingung genügt:
(da-) (CC - "!\
.dfJ 0·= fJ- ~Jo'
welche der Differentialquotient von a nach ß genannt wird. Ist
nämlich F (rx, (J) = 0 die zwischen a, fJ bestehende irrednktible
Gleichung, so ist, wenn wir zunächst diejenigen (in endlicher Zahl
vorhandenen) Punkte ausschließen, in welchen "0 oder (Jo = 00 oder
1"(".) = 0 oder F' (Po) = 0 ist,
o = F(a" fJ) = F(e;., Po) + (a -110) F' (<<0) + (fJ - {J.)F' (Po)
+l {(CI - aJ' 1'''(<<0' -.> + 2 (a - "0)(fJ - (Jo) F" (oco' Po)
+ (fJ - fJ,J' 1''' (/Jo, ~J) + ···
Von den beiden Quotienten /8fJ - ~\ ; (fJ - /J,) ist gewiß der eine
\' -.;,/• ,. - GI, 0
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endlich; ist es der erstere, so ziehen wir aus der letzten Gleichung
die folgende:
o =; ;: F'("o)+F'(flo)
+ (fI -flo) ~ {(;=;:YF" ("0,"0)+2(;=i)F"(<<o,flo) +F"(flo' flo>} + ,."
woraus für den Punkt ~ folgt:
(" - a4!\ __ F'({Jo) _ _ (F'(fl»).{J - Polo - F' (ao) - \1" (tx) 0




(1) (d") p' (13)dfJ = - F' «(I)
also auch
die verlangte Eigenschaft. Dies bleibt auch noch richtig, wenn von
den heiden Funktionen tX, fJ eine konstant ist; denn ist z. B. tI konstant,
80 ist F (tt, fl) = ce-«o Ton fJ unabhängig, also F(IX) = 1, F' (fJ) = o.
3. Aus vorstehendem folgt, daß, falls fJ nicht konstant ist, ab-
gesehen TOll einer endlichen Anzahl von Punkten (; ;:)0 ein end-
licher Wen ist. Ist daher " eine dritte Variable in Q, 80 ist in
unendlich vielen Punkten
( rt - a~\ = (t% -a!t\ (" - "!\,fJ-P,/o ,,-rolo {J-fJoIo
(~;)o = (:;)0 (:~)o'
Hiernach und nach 1. ist aber die Identität erfüllt:
(2) (dfY,) === (tl (1,) (d ') *).d fJ dy.tl (j
plaDgen.
.) Man kann auch den Differentialquotienten durch die Gleichung
( d a) F' (tJ)dfl = - F' (m)
definieren ud durch algebraische Division um Beweis des Sabea
(~;) = (:;) (:~)
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4. Infolge dieses letzten Satzes können wir jeder der Funktionen
a, ß, y, ... des Körpers .ß eine Funktion du, d fJ, cl 'Y, ••• (Diffe-
rential) in der Weise zuordnen, daß allgemein
:; = (:;)
wird. Die Differentiale der Konstanten, und nur diese sind Null zu
setzen; die übrigen sind völlig bestimmt, sobald eines derselben will-
kürlich angenommen ist. Besteht zwischen den Variablen Cl, p, 1, ...
eine rationale Gleichung
F(<<, (J. r, · · .) = 0,
so folgt aus derselben
(3) F'(a.)da, +F'(ß)d{J +F'(")d,, +... = 0;
denn auf dieselbe Weise wie in 2. schließt man, daß diese Gleichung
für unendlich viele Punkte befriedigt ist.
Unmittelbare Folgen des letzten Satzes sind die bekannten Regeln






d(aß) = adP + ßda,
d(~) === fJdt1.-ud~.
fJ ß2
5. Ist CiJ eine ga n ze Funktion von z, so wird im allgemeinen
:: keine ganze Funktion von z sein. Es ist aber aus dem Ausdruck
(§ 3, 7.)
(i) = Zl GJ1 + xlml + ... +zRm"
ersichtlich, da die Differentialquotienten der ganzen rationalen Funk-
tionen Zu x" . . . z" wieder ganze rationale Funktionen sind, daß die
Unterideale der sämtlichen Funktionen ~: in einem bestimmten Ideal
aufgehen müssen, nämlich in dem kleinsten gemeinschaftlichen Viel-
. d. d fD clro,.
fachen der Untendeale von d,z1 , d zI, • .• dz· Es soll untersucht
werden, welches dies Ideal ist.· Zu dem Ende sei z - e eine beliebige
lineare Funktion von z und
o(z - e) = lJ'~1lJ;t •••,
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worin die Primideale l', .pt, .pi' . .. voneinander verschieden sind. Es
sei nun ~ dieselbe Funktion wie in § 11, 2., d. h. eine ganze Funktion
von z, welche in den durch die Primideale V, .pt' .ps, . ... erzeugten
Punkten ~, ~1' ~I' • •• lauter verschiedene Werte hat und jeden der-
selben nur einfach; dann läßt sich m in der Form darstellen
m = Yo + y1 t + ... + Y.-lt"-l,
worin die rationalen Funktionen Yo, Yl' ... Yn-t von z zwar ge-
brochen sein können, aber den Faktor z-c gewiß nicht im Nenner
enthalten. Daraus folgt, daß das Unterideal Ton ~: durch keine
höheren Potenzen der Ideale l', 111' l'1' .. .. teilbar sein kann, als das
Unterideal Ton ::. Ist aber
/(t, z)= 0
die zwischen t und z bestehende irreduktible Gleichung, so ist nach
§ 11, 2.
of' (t) = mlle-l.p~l-l t':z-t ....
und m relativ prim zu .p, .pt, .pI' . .. Da aber
dt _ f'(z)
dz - - f'(t)
ist, 80 kann das Unterideal TOD ::' und mithin auch das von ~~
keinen der Faktoren lJ, -1'1' l>., •.• öfter als (e-l),(et-l),(e.-l), ...-mal
enthalten. Da nun z - c jede beliebige lineare Funktion sein kann,
80 folgt, daß ~: kein anderes Unterideal haben kann, als ein solches,
welches in dem Verzweigungsideal ~ == l1,e-l (§ 11) aufgeht.. Es
ist also, wenn Q ein Ideal bedeutet:
dGl
5 dz == a,
also nach § 11, (7)
d,G)
o dz = ea,
woraus hervorgeht, daß die Funktionen ~: sämtlich dem zu 0 kom-
plementären Modul e angehören.
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6. Ist die irreduktible Gleichung F (m, z) == 0 zwischen mund z
vom nten Grade in bezug auf ro, also 1, CD, mt , .... m'B-l eine Basis von
~.. so ist nach § 11, (10)
und daher muß wegen
oF'(m)==3 r,
dm _ F'(z)
d,z - - F'(UJ)
oF' (z) durch das Ideal f teilbar sein,
oF'(z) = ra,
rkann man daher das Ideal der Doppelpunkte in bezug auf CD, z nennen.
·7.. Ist ~ ein Punkt, in welchem z - e unendlich klein in der
ersten Ordnung ist (also kein Verzweigungspunkt in z), 80 sind nach
5. die Funktionen ~~ in \l3 alle endlich. Ist also 1J irgendeine
Funktion in $2" welche in ~ endlich ist, so kann man diese als
Quotienten zweier ganzen Funktionen i darstellen, von denen fJ in
\l3 nicht verschwindet, und daher ist nach (6) auch ~: in \l3 endlich
8. Es seien jetzt ", fJ irgend zwei Variable in .Q,; es soll das
Verhalten von :; in irgendeinem Punkte \l3 untersucht werden.
Man wähle eine Variable z in.Q" welche in ~ unendlich klein
in der ersten Ordnung ist, Hat a; in ~ einen endlichen Wert «0, 80
kann man nach § 15, 1., 2. eine positive ganze Zahl r und eine in
~ endliche und von Null verschiedene Funktion cl 80 bestimmen, daß
tt = ao+ zra'
wird. Dies gilt auch noch, wenn (I in , unendlich ist; nur ist dann
,. eine negative ganze Zahl, und fIo ist durch eine beliebige endliche
Konstante, z. B. 0 zu ersetzen. •Ebenso kann man
{J = {J. + Z-(J'
setzen; r und 8 sind dann die Ordnungszahlen von 11-"0' fJ - fJo im
Punkte ~, die sowohl positiv als negativ, aber nicht 0 sein können.
Aus (2) ergibt sieh dann:




r+z-fJ - {Jo du. _ a' d z
a - IXo aß - + d{J'
8 Z ~'dz
Bezeichnet man nun wieder durch den Index 0 den Wart einer
Funktion im Punkte ~, 80 ist, da
nach 7. endlich sind,
(7) (fJ - Po da) .:':
~-ao d{J 0 - 8 '
also endlich und von Null verschieden. Hieraus ergibt sich, daß die
Ordnungszahl des Differentialquotienten ;; gleich ist der
Differenz der Ordnungszahlen von ex-ao und fJ - {Ja. Ist
r~ 8, SO ist (; :~. und mithin (;;)0 Null oder unendlich.· Ist
dagegen ,. = B, 80 Bind beide Werte endlich und Ton 0 verschieden,
und wir haben daher in allen Fällen
(8)
(9)
Hierin sind "0' (Jo die Warte Ton t.e, fJ in ~, wenn diese Werte end-
lich sind, sonst beliebige Konstanten, z. B. o.
9. Sind a, b die Ordnungszahlen von "- teo' fJ - Po in 13, 80
kommt, falls 0, b positiv sind, der Punkt ~ (a-l).mal resp, (b-l)-
mal in den Verzweigungspolygonen ~, E" in ", fJ vor. Ist aber a
negativ, 80 enthält ,& den Punkt ~ (-a-l)-maJ., und Entsprechen-
des gilt, wenn b negativ ist (§ 16, 1.). Bezeichnet man also mit
iI, 58 die Unterooke von a, {J, 80 erhält man, weil die Ordnungszahl
d"
von d{J (wie eben bewiesen) immer gleich a-b ist, für diese Funktion






Das Geschlecht des Körpers Q.
1. Bezeichnet man mit Wa , wp die Verzweigungszahlen, mit nc ,
np die Ordnungen der Variablen a, 13, 80 folgt aus der Formel (9)
des vorigen §, da Zähler und Nenner von ~; gleichviel Punkte ent-
halten müssen, die wichtige Relation
wa - 2na = wp-2np;
(1) P == lw-n + 1
setzt, welches nach § 22, 4. eine ganze Zahl ist, 80 ist diese von der
Wahl der Variablen unabhängig und eine für den Körper .Q charakte-
ristische Zahl, welche c\as Geschlecht des Körpers a genannt wird.
Daß diese Zahl niemals negativ ist, ergibt sieh, wenn man für j w
den Wert '1 +". + ...+ r" aus § 22 einsetzt. Man erhält dann
(2) p == (r l - l ) + (rs-1)+... + (rn-I),
was, da '2' Ts' .•. rft 5 1 sind, nicht negativ werden kann.
2. Es seien IX, fJ zwei Funktionen in .sa von den Ordnungen m, 11"
von der Beschaffenheit, daß alle Funktionen in ~ rational durch
"' fJ darstellbar sind. Es ist dann
F (a, ß) == aoa" +a1a,,-1 + +an - l a +aß
= boP-+ b1 p- - t+ + b.-tP +b. = 0
die zwischen ", fJ bestehende irreduktible Gleichung, worin aO' GI' ••• an
ganze rationale Funktionen von {J, ebenso bo, b1, ••• b. ganze rationale
Funktionen von IX sind.
Es sei ferner
~ ~1
11 = W' fJ = lf
und w" relativ prim zu W, 581 zu ~, 80 daß ~, --I von der Ordnung m,e,. ~t ron der Ordnung A sind. Nun ist
:1"(<<) = naoa"-l + (ft -1)G1cx"-I + ... +a.-l'
«1"(tI) = -at fX-- 1-2a.ee--I - ••• - tia,.,
woraus hervorgeht, daß





sein muß. Es ist nun nachzuweisen, daß das Polygon R durch ßtJ,
~ durch & teilbar ist.
Für a ist dies leicht einzusehen unter der Voraussetzung, daß
in sämtlichen Punkten von 8" die Funktion fJ einen endlichen, und
Go einen von Null verschiedenen Wert hat; denn es ist
(x' = aoa
eine ganze Funktion von fJ, und wenn man
f(a') = afl-1F(a., fJ)
setzt, so ist
Ba = &; ~ = Sti',
und die zwischen m', fJ' bestehende irreduktible Gleichung lautet:
Pt (u', ß') == (a +ba'r(a' + b' {j')-F(<<, fJ) = o.
Es lassen sieh aber unter allen Umständen die Konstanten G, b, e, d;
a', b', e', d' 80 wählen, daß die oben angegebenen Voraussetzungen
sowohl für a,' als für fJ' erfüllt sind.
Denn setzt man die Koeffizienten a~, b~ von «», ß'- in F1 (a/, (/)
in die Form
a~ = (a' + b'(J''r(aOd- + a, dR-tb +... + an b-)
fa'd,' - b'c' ..
= \ d'-b'{J ) (a.dft + a1 d"-lb + ... + a.bft) ,
b~ = (a + bCl'1'(bod'- +b,ä--1 b'+ •.• + 6.6'-)
(a ll - be)"= d _ b« (bod'· + b1 d'M- 1 b' + ... + 6.6'-),
1'(<<') = a~-2F'(tx).
Da nun nach § 11, 5. 0(lf'(rl) durch das v«tn ~ erzeugte Verzwei-
gnngsideal in ß teilbar ist, so folgt hieraus die Richtigkeit der Be-
hauptung. Analoges gilt für F' (13).
Macht man nun für IX, ß beliebige lineare Substitutionen:
_ e + da' . _ c' + d/ fJ'
«-a+blx" {J-a'+b'{J"
(a + btl)(d - b,..) = ad - bc,
(a' + b' jl')(d/ - b'fJ) = a' d' - b'c',
80 ist nach § 16, 2.
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80 erkennt man leicht, daß nur für eine endliche Anzahl von Werten
der Verhältnisse d: b, d': b' die Funktionen a~, d' - b' fJ in einem
Punkte von ß~, b~, d - ba in einem Punkte von Ba verschwinden
können.
Setzen wir nun




b ' t:~a+ a = '!"
also:
~1?21~ = ~ ~'.
Ist aber, wie angenommen, b von Null verschieden, so ist ~I relativ
prim zu ~, weil in einem Punkte von ~ die Ordnungszahl von d - b ce
dieselbe ist, wie die von ~ (§ 15, 5.) und folglich
~s === 'le,. '!~ == ~,
und ebenso:
, b'{J' ~
a + == 58'·
Nun ist aber, da F(a" ß) = 0 ist:
F; (e') = (ad - bc)(a +b~')ft-2(a'+b'fJ')- F' «(.C),
und wenn also, wie vorausgesetzt:
F ' ( ') 9lßp1 a == ~'ft-I58'.'
80 folgt
und ~ gleicher Weise
J" (fJ) = 'a,:n'6~-,.
Daß das im Zähler dieser beiden Ausdrücke auftretende Polygon W
in beiden AllSdriieken dasselbe sein muß, ergibt sieh sus
dll F'(/J) ~I8-




Nun ist die Ordnung des Polygons ~n-2~m
m(n-2)+mn == 2m(n-l),
also die Ordnung von ~
2r = 2m(n-l)-w,
stets eine gerade Zahl, und daraus ergibt sich
(3) p == lw~-n + 1 === (n-l)(m-l) -'T.
Das Polygon 8l wird das Polygon der Doppelpunkte in (a, (J)
genannt.
§ 25.
Die Differentiale in 11.
Sind Z, %1 irgend zwei Variable in &l, Ton den Ordnungen 11, "'1
und den Verzweigongszahlen w, W 1 , ferner ß, BI die Verzweigungs-
polygone, U, Ut die Unterecke von z, Zu so ist (§ 23)
dz ßU:
dZt = BIUs·
Jede Funktion m in a läßt sich in die Form setzen
ll'il
CD= B~'t ,
worin !l, 58 Polygone bedeuten, deren Ordnungen G, b der Bedin-.
gang genügen
oder (§ 24)
(3) a = b + 2 P - 2.
Wenn man nun eine Funktion CD1 durch die Gleichung erklärt
GJ dz == 0)1 aZt ,
so erhält nach (1) CDt die Bezeichnung
ll'W
CD - 11- &~.
Wir nennen in der Folge solche Ausdrücke, wie
GJdz == GJ) dZ1
Differentiale in Q, und bezeichnen dieselben in symbolischer Weise
durch ein Zeichen wie die Ein solches Differential ist hierdurch
invariant, d, h, unabhängig von der Wahl der Veränderlichen z
erklärt und ist durch die beiden Polygone W, tl vollständig bestimmt.
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anwenden. Diese Bezeichnung eines Differentials durch einen Polygon-
qnotienten unterscheidet sich von der ähnlichen Bezeichnung der
Funktionen in a (§ 17) dadurch, daß bei letzterer Zähler und Nenner
von gleicher Ordnung sind, während bei den Differentialen die Ord-
nung des Zählers die des Nenners um 2 'P - 2 übertrifft. Wie bei
der Bezeichnung in § 17, können auch hier gemeinschaftliche Teiler,
welche 5ll und ~ etwa enthalten, unterdrückt werden. Sind 'I und
~ relativ prim, 80 heißt ~ das Obereck, ~ das Untereck des Diffe-
rentials dm.
Unter den hier aufgestellten allgemeinen .Begriff des Differentials
in Q fallen als spezielle Fälle auch die in § 23, 4. erkärten Diffe-
rentiale der Funktionen des Körpers~. Diese nennen wir eigent-
1ich e D i f f er e n ti a l e , während die anderen, welche nicht als
Differentiale von in SI, existierenden Funktionen dargestellt werden
können, uneigentliebe oder Abelsche Differentiale genannt
werden.
Funktionen von der Form (2), die nach unserer jetzt getroffenen
Festsetzung ~t ~: bezeichnet werden können, nennen wir Diffe-
rentialquotienten nach z und unterscheiden gleichfalls zwischen
eigentlichen und uneigentliehen Differentialquotienten, je nach-
dem d m, ein eigentliches oder uneigentliches Differential ist*).
Es entsteht nun die Aufgabe, den Umfang des Begriffs der
Differentiale festzustellen, d. h, alle Polygone ~, '8 zu finden, welche
Ober- und Untereck eines Differentials sein können. Wir schicken
darüber die folgenden allgemeinen Bemerkungen Toraus:
*) Der Quotient irgend zweier eigentlichen oder uneigenUichen Differentiale : ~,
~at stets die Bedeutung eiDer bestimmteD Funktion in SI. Wir beschränken 1lDS
UIl fOlgenden aber auf die Betrachtung solcher Quotienten, bei denen wenigsteas
der Neaoer ein eigentliches Differential ist.
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Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß ~ em
Differential sei, ist die, daß für eine beliebige Vmahle z
U2~
858
eine Funktion in a, ist, also daß Us~ mit 858 äquivalent ist. Dies
Verhältnis bleibt aber bestehen, wenn 'll, 58 selbst durch äquivalente
d J ~ •Polygone 'I', ~' ersetzt werden. Halten wir ~ fest, un 1st '8 em
Differential, so werden hiernach
'I' ~"
58' lf'
dann und nur dann Differentiale darstellen, wenn. die Polygone ~,
il', il", .... alle derselben Klasse .A angehören. Bilden die Polygone ilu
I., ~3' • •• eine Basis von .A, ist also
A == ('2{1' ~I' j{s' • • .),
80 bilden die zugehörigen Differentialquotienten in bezug auf eine
bell bi V· bl dm1 clm, dma di B· .. F nke ige ana e z, il z ' (J,z' d z ' ... e 8818 einer u -
tiouenschar 'Von endlicher Dimension, und dementsprechend werden
wir auch dmt , däi., tim" .... die Basis einer Schar von Diffe-
rentialen
(dm., diD~17 tim., ....)
Ton derselben Dimension nennen. Dies besagt, daß jedes Differential
dm, dessen Untereck 18 oder ein Teiler von ~ ist, in der Form dar-
gestellt werden kann
diD = c1dmt + c1diil + csama + ...
mit konstanten Koeffizienten Cl' CI' Ca' ....
§ 26.
Die Differentiale erster Gattung.
Wir betrachten zunächst die einfachsten unter den Differentialen in
.2, nämlich die, deren Untereck das Nulleck D ist. Solche Differentiale
(deren Existenz freilich erst noch nachzuweisen ist) heißen Diffe-
rentiale erster Gattung. Das Obereck tlB eines solchen Differentials
aU', dessen Ordnung 2P - 2 ist, wird als das Grundpolygon VOD
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dw bezeichnet und heißt ein volls tändi ge s Poly gon erster
Gattung, während jeder Teiler eines solchen ein Polygon erster
Gattung schlechtweg genannt wird. Ist m3 = 5H~, so heißen 2{,
5.8 Ergänzungspolygone voneinander. Ein Polygon, welches nicht
Teiler eines vollständigen Polygons erster Gattung ist, also ins-
besondere jedes Polygon von mehr als 2 p - 2 Punkten heißt ein
Polygon zweiter Gattung.
1. Nach dem oben Bemerkten bilden alle vollständigen Polygone
erster Gattung eine Polygonklasse W, deren Dimension zu bestimmen
ist; ergibt sich diese Dimension > 0, so ist damit zugleich die
Existenz der Polygone erster Gattung nachgewiesen. Diese Dimension
ist aber dieselbe wie die Dimension der Schar der Differentiale erster
Gattung oder auch, für eine beliebige Variable z, der Schar der
Differentialquotienten erster Gattung, wenn wir als Diffe-
rentialquotienten erster Gattung nach z die Funktionen
dw
u == dz
bezeichnen. Eine solche Funktion u hat nach § 25, (2) den Ausdruck
ll'$
u==T'
und man erkennt leicht aus der Betrachtung der Ordnungszahlen in
den verschiedenen Punkten, daß ein solcher Differentialquotient erster
Gattung durch folgende beiden Eigenschaften vollkommen definiert ist:
L In jedem Punkte ~, in welchem z einen endlichen Wan Zo
hat, ist
(u(z-zo)o = o.
Il, In einem Punkte " in welchem z unendlich ist, ist
(zu). = o.
Bedeutet wie in § 11, 4.
r = (z-c)(z-c1)(z-cJ ...
das Produkt sämtlicher voneinander verschiedenen Linearfaktoren der
Diskriminante LI. (Q,) , t das Produkt sämtlicher voneinander ver-
schiedenen in raufgehenden Primideale, so ist die Bedingung L voll-
kommen gleichbedeutend mit der, daß ru eine Funktion in r, oder
daß u eine Funktion des zu 0 komplementären Moduls e sein muß
[§ 11, 4. (6)l Um also die Gesamtheit der Funktionen u zu er-
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halten, hat man unter den Funktionen in e diejenigen aufzusuchen,
welche der Bedingung II. genügen.
2. Zu diesem Zwecke legen wir eine Normalbasis At' Ag, • • • A.n
vonn zugrunde (§ 22) und bezeichnen die dazu komplementäre Basis
mit "'11 ",., . . . EIn, so daß jede der Bedingung L genügende Funktion,
also auch jeder Differentialquotient erster Gattung, in der Form ent-
halten ist
(1) u = Ytl'l + '11211, + ... + 1/nl"1"
worin 1/1' Y,,7 ••• !1ft ganze rationale Funktionen von z sind. Ans
den Grundeigenschaften der komplementären Basis ergibt sich aber
(§ 10, 3.)
y, = 8(ul,);
Da nun 1, in 0' enthalten, also für z = 00 endlich ist, und u z
zrs
nach 11. in jedem solchen Punkte verschwindet, so folgt (§ 16, 5.),
daß Y~l für z = 00 verschwinden muß, d. h, daß die ganze rationale
zt·
Funktion y, den Grad r, - 2 nicht übersteigen kann.
Es muß daher, falls r,< 2 ist, '!J. verschwinden, also ist unter
allen Umständen (§ 22, 2.)
1/1 == 0; S(u) == 0
(Abelsches Theorem für Differentiale erster Gattung) und,
falls T8 5 2:
(2) y~ == Co+ Cl Z + cszl + ... +C,.,_2Z,.,.,-2.
Es ist noch zn zeigen, daß diese Bedingungen auch hinreichend sind,
d. h. daß jede Funktion von der Form (1), in welcher die Y, den
Ausdruck (2) haben, der Forderung Il, genügt, oder, was dasselbe
ist, daß, wenn: r,> 2 ist, zr,-1 ". in allen Punkten, in welchen z
unendlich wird, verschwindet. Dies ergibt sich sofort durch die Be..
trachtung des Systems 0' der ganzen Funktionen Ton z' = !, für
z




eine Normalbasis bilden. Die hierzu komplementäre Basis ist nach
§ 10, 5.
so folgt
und da (wegen der Eigenschaft 1., auf z', ~' angewandt)
z' iJ'; == 0 für z' = 0,
Z = 00,für
w. z. b. w.
Da aber die Funktionen zAp., linear unabhängig sind (wegen der
rationalen Unabhängigkeit der Funktionen ,.".), so ergibt sich hieraus
nach § 24, (2) der Hauptsatz:
Die Schar der Differentiale erster Gattung ist von der
Dimension
(r'l-l)+(ra-l)+ ... +(",.-l) = p,
und demnach ist auch p die Dimension der Klasse W der
vollständigen Polygone erster Ga.tfung..
Als Basis der Schar der Differentialquotienten erster Gattung
nach z kann man die p Funktionen Zh EIs (k < T, - 2) wählen, und
die Grundpolygone m1, ID3"1' .... m3p der zugehörigen Differentiale dw
bilden eine Basis der Klasse W.
3. Wegen einer späteren Anwendung soll hier noch eine besondere
Art von Differentialquotienten erster Gattung u' betrachtet werden,
nämlich die, bei welchen die Bedingung TI. ersetzt ist durch die
dieselbe einschließende Bedingung.
m. In jedem Punkte ~, in welchem z unendlich ist, sei
(Zku,')o = 0, .
wo k eine gegebene positive ganze Zahl.
Die Funktionen 'U' lassen sich darstellen durch
Uk + 1 $ '
u'= ß
und bilden ebenfalls eine Schar; desgleichen bilden die Polygone $'
eine Klasse W', deren Ordnung ist
w-n(k + 1) = 2p-2-.(k-l).
Die Polygone m' sind jedoch von der Wahl der Variablen z nicht
unabhängig. Die Dimension der Klasse W' läßt sich nach derselben
Methode bestimmen, wie die der Klasse W. Da nämlich die Bedin-
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gung I. erfüllt ist, so sind Funktionen 1/,' gleichfalls in der Form (1)
enthalten; jedoch muß jetzt
.»: = 8('U'Zk~)'
Z,,-k . zr.
für z = 00 verschwinden, und daher kann der Grad der ganzen
rationalen Funktion y, die Zahl r. - k - 1 nicht übersteigen. Es
verschwindet also y, identisch, sobald T, < k + 1; andernfalls ist
) + + + r,-k-t·(3 y, == Co Cl Z • 01 • er, - k - 1 Z •
Hat umgekehrt y, diese Form, so wird durch die Funktion
,
u' == :s y,I',
der Bedingung ID. genügt, denn es hat, wie in 2., bewiesen,
Zk(z"'- k-I "',) = Z"8- t 1'8
für z == 00 den Wert o.
Daraus ergibt sich, daß die Dimension der Schar der Funktionen
tl/ und folglich auch der Klasse W'
t
== :S(r,-k)
ist, wobei jedoch in der Summe nur. diejenigen Glieder beizubehalten
sind, die einen positiven Wert haben. Sind alle 'T, - k < 0, 80 exi-
stieren die gesuchten Funktionen überhaupt nicht.
§ 27.
Polygonklassen erster und zweiter Gattung.
Ist il ein Polygon erster Gattung, so sind alle mit ~ äquivalenten
Polygone gleichfalls von der ersten Gattung. Denn wenn il und ~
Ergänzungspolygone sind und
~J8 = m3,
so ist, wenn A, B die Klassen von il und 58 sind:
AB= W,
und, wenn 'I' mit ~ äquivalent ist, auch W'~ := iß' äquivalent mit
[ß (§ 18, 5.).
Wir nennen daher solche Klassen, welche Polygone erster Gattung
enthalten, Polygonklassen erster Gattung, die übrigen Polygon..




erster Gattung heißt die Hauptklasse, und zwei Klassen A, B,




eine Funktion in Q" und ~' relativ prim zu $X, also die Klasse .A
von ~ eine eigentliche, so nennen wir 1J eine Funktion erster oder
zweiter Gattung, je nachdem die Klasse A von der ersten oder
von der zweiten Gattung ist.
Ist A eine beliebige Klasse erster Gattung und q die Anzahl
der voneinander unabhängigen Polygone ~, die durch irgendein
Polygon ~ der Klasse A teilbar sind, so ist nach § 21, 2.
q = (A, W) = (0, B)
d, h. gleich der Dimension der Ergänzungsklasse B von A. Ebenso
ist (B, W) gleich der Dimension der Klasse A. Ist A eine Klasse
zweiter Gattung, so ist (A, W) = O, Da p die Dimension von W
ist, 80 ist nach § 20, 2., 3. jede Klasse, deren Ordnung < p- 1 ist,
von der ersten Gattung, und es gibt insbesondere Klassen A von
der Ordnung p-k derart, daß (A, W) = (0, B) = k ist. Aus den
gleichen Sätzen folgt, daß es Klassen von der Ordnung p gibt,
welche von der zweiten Gattung sind.
§ 28.
Der Riemann-Rochsehe Satz für eigentliche Klassen.
Der Riemann-Rochsche Satz, der nach seiner gewöhnlichen
Ausdrucksweise die Anzahl der willkürlichen Konstanten kennen lehrt,
welche eine Funktion enthält, die in einer gewissen Anzahl gegebener
Punkte unendlich wird, enthält nach unserer Darstellnngsweise eine
Beziehung zwischen der Dimension und der Ordnung einer Klasse,
resp. einer Klasse und ihrer Ergän.zungsklasse. Indem wir uns zu-
nächst auf eigentliche Klassen beschränken, schicken wir der Ab-
leitung dieser fundamentalen Relation die folgenden Bemerkungen voraus.
1. In einer eigentlichen Kl8:88e .A kann man nach § 19, 2. stets
zwei zueinander relativ prime Polygone 1:, j(' auswählen (eines der-




und, wenn 'I" ein beliebiges drittes Polygon der Klasse A bedeutet:
~" m ~'"
Ci) ="if' z == 'I'"
so ist nach § 17 m eine ganze Funktion von z, ~ eine ganze Funktion
z .
von'!. Es ist daher (§ 22) der Exponent von CD < 1.
z ' ,
Ist umgekehrt m eine ganze Funktion von z, deren Exponent
< 1 ist, 80 hat es die Form
'!"
m=y'




' Z = '2l
t
'I'
und 'll;' relativ prim zu ~1 angenommen wird, so kann zunächst, da
m eine ganze Funktion von z sein soll, '11 keinen Punkt enthalten,
der nicht auch in 'l( enthalten wäre. Es kann aber auch 'H1 keinen
Punkt öfter als ~ enthalten, weil sonst ~ in einem solchen Punkte
, z
(der nicht in 'I' vorkommen kann) unendlich, also keine ganze Funktion
'Von!. wäre. Daher ist !: teilbar durch 1:1, und co kann in die Formz
'I"y gesetzt werden.
2. Um also die Gesamtheit der Polygone der Klasse A zu er..
halten, haben wir nur diejenigen ganzen Funktionen von z amzu-
suchen, deren Exponent < 1 ist.
Ist 11, die Ordnung der Klasse A, also auch die Ordnung der
Variablen z, und bilden 11, 1" ... 1. eine Normalbasis von 0 mit
den Exponenten "1' rI' . . . rft' darunter r. der letzte, welcher :< 1
ist, so kann jede Funktion fiJ, deren Exponent <: 1 ist, nach § 22,2.
in der Form dargestellt werden
CD~ Cl 11 + cl l s+... + C,A., + Z GJr
Da der Exponent von Z SJ aber nicht größer als 1 sein kann, 80
muß CDt eine Konstante sein, und daher
CD = etAt+CI I. +.-. + c.l.+ c_+ 1%.
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Umgekehrt genügt jede Funktion von dieser Form der gestellten
Forderung. Es ist also 8 + 1 die Dimension der Klasse A, welche
hiernach, in Übereinstimmung mit § 21, 1., stets < n + 1 ist. Die
obere Grenze n + 1 kann aber nur in dem Falle p == 0 erreicht
werden und wird auch wirklich erreicht, weil in diesem Falle
r2, '8' · .. rn = 1 sind.. Daraus ergibt sich, daß ein einzelner
Punkt ~ nur, falls p = 0 ist, zu einer eigentlichen Klasse ge-
hören kann.
3. Wenn von den Exponenten r'+l' r'+2, ..... rn einer größer
als 2 ist,· so ist sicher auch rfI > 2, und es sind nach § 26, 2.. , wenn
:B das Verzweigungspolygon in z bedeutet,
!t'm ils~ ~~('m
iJ.. = T' iJ..z = T =-:a-
Differentialquotienten erster Gattung nach z, also
'!~1 = ~'m
oder, da -a, ~' relativ prim sind,
~ = '158, ~1 == ~'~,
d. h, die Klasse A ist von der ersten Gattung (z eine Variable erster
Gattung). Machen wir daher zunächst die Annahme, es sei A eine
Klasse zweiter Gattung, 80 folgt
r'+l = 2, r'+2 == 2, ..• Tn = 2
und
P == (TI-I) + ... +(r.-l) + (r'+1-1) +.... + (rR - l ) == n-8.
Die Dimension 8 + 1 der Klasse .A ist daher
(0, A) = 11,-'1'+ 1..
4. Machen wir zweitens die Annahme, es sei A von der ersten
Gattung und wie in § 27
q == (.d, W),
80 existieren q linear unabhängige, durch iI teilbare vollständige
Polygone erster Gattung, und die diesen entsprechenden Differential-
quotienten erster Gattung nach 2, deren es ebenfalls q und nicht
mehr linear unabhängige gibt, haben den Ausdruck
W''B
t1=T'
'Worin e ein Polygon Ton 211- 2 - • Punkten bedeutet; die Klasse B
"OB tJ ist die ErginzungBklasse von .A, und daher ihre Dimension
gleich tJ (§ 27).
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Diese Funktionen v haben aber die Eigenschaft, daß in den Eck-
punkten von ~, d. h.. für z = 00 nicht nur z v, sondern auch
~~'2~
z2: 11 = -8-
verschwindet, und sind hierdurch und durch die Forderung, Diffe-
rentialquotienten erster Gattung zu sein, völlig bestimmt.. Denn ist
~~ ~"m
f) = ß ' f)zI = ß '
80 muß, wenn zI" in allen Punkten von ~ verschwinden soll, 2B durch
~ teilbar sein, da ca' relativ prim zu 'l( vorausgesetzt ist. Es ist
daher nach § 26, 3.:
q = (T,+1- 2) + (r, + i - 2) + ... +(rn - 2) ,
andererseits .
'P = (r. +1 - 1) + (r, +2:- 1) +.... + (rn- 1),
folglich:
p-q == 11,-8, 8 = n-p+q..
Hierin ist der Riemann ...Rochsehe Satz enthalten, dem wir, mit
Rücksicht auf § 27, für diesen Fall folgenden Ausdruck geben können:
Sind A, B Ergänsnngskl.asaen erster Gattung, von denen




(0, A)-la = (0, B)-jb.
.. 5. Wir können, wenn wir den Fall (A, W) = 0 nicht aus-
schließen, den R i eman n -R 0 eh schen Satz für heide Fälle dahin
zusammenfassen:
Ist A eine eigentliche Klasse von der Ordnung ?Ir, 80 ist
ihre Dimension
(0, A) == n-p+ 1 +(A, W).
Da die Dimension einer eigentlichen Klasse (wenn sie nicht aus dem
einzigen Nulleek besteht) mindestens = 2 sein muß, 80 folgt noch,
wenn (A, W) == 0 ist,
n5p+ 1,
und daraus der von Riemann herrührende Satz.:





6. Es läßt sich mit Hilfe dieser Sätze leicht beweisen, daß die
Hauptklasse W der vollständigen Polygone erster Gattung
stets eine eigentliche ist.
Ist nämlich IDl der Teiler von W, so läßt sich nach § 19, 2.
in Wein Polygon ~ [n derart finden, daß ~ relativ prim zu 9Jl ist
Die Klasse A von 5H ist eine eigentliche (§ 21, 3.), und zugleich ist
I: IDl das einzige durch ~ teilbare Polygon der Klasse W (weil jedes
Polygon in W den Teiler 9R hat). Also ist
(A, W) === 1.
Nun ist p die Dimension von W, also auch die von A, und mithin
nach dem Riemann-Rochschen Satze die Ordnung von A gleich
2 p - 2, d, h. ebenso groß wie die von W. Mithin ist m= D.
§ 29.
Der R i eman n -R 0 eh sehe Satz für uneigentliehe Klassen erster Gattung.
Ist A eine Klasse erster Gattung vom Teiler IDl und
A = IDlA',
80 ist A' eine eigentliche Klasse erster Gattung. Es sei B die Er-
gänzungsklasse von A; B' die von .A'; G,. b die Ordnungen der
Klassen A, B; m die Ordnung von 1m. Die gesamte Klasse B er-
hält man, wenn man in sämtlichen durch IDl teilbaren Polygonen
der Klasse B' den Faktor IDl unterdrückt; denn ist
2158 === ~'IDl~ = ~,
so gehört IDllB in die Klasse B', und umgekehrt, wenn
~' 58' == ~' IDl58 == m
ist, so gehört 5.8 in die Klasse B.
Hieraus ergibt sich aber nach § 21, 2.
'(0, B) > (0, B')-m.
Nun ist A' eine eigentliche Klasse von derselben Dimension wie A
und von der Ordnung a - m, also (§ 28, 5.)
(0, A) = (0, A') = a-m-p+ 1 + (A', W),
(0, A) = (0, B')-m+a-p+ 1;
(0, A)«O, B)+a-p+l = (0, B)+l(a-b),
'(0, A)-la < (0, B)-jb.
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Da aber die Klassen A, B miteinander vertauscht werden können,
80 folgt in gleicher Weise
(0, B)-{b < (0, A)-ja,
d. h..
(0, A)-~a = (0, B)-~b,
wodurch der Riemann-Rochsche Satz in derselben Form wie
in § 28, 4. für Polygonklassen erster Gattung allgemein
nachgewiesen ist *)..
§ 30.
Uneigentliehe Klassen zweiter Gattung.
Es soll nun die Bedingung aufgesucht werden, unter der eine
Polygonklasse zweiter Gattung A von der Ordnung 11, überhaupt eine
uneigentliche sein kann, wobei sich die allgemeine Gültigkeit des
Riemann-Rochschen Satzes von selbst ergeben wird.
1. Jede Klasse A kann stets durch Multiplikation mit einer
andem Klasse N von der Ordnung 'V in eine eigentliche Klasse .AN
verwandelt werden. Denn ist ~ ein beliebiges Polygon in A, so
wähle man eine Variable z, welche in sämtlichen Punkten von f
endlich bleibt (§ 15, 6.). Ist dann 'fJ eine beliebige Funktion des
durch ca erzeugten Ideals in z, 80 ist das Obereck von 7J durch t:
teilbar, also von der Form il~, und die Klasse von 2l9l ist eine
eigentliche.
2. Die Dimension der eigentlichen Klasse AN zweiter Gattung
ist nach § 28, 3.
(0, AN) = n+'II-p+ 1,
und hieraus folgt nach § 21, 2.
(0, A) > 11, - p + 1.
Ist nun der Teiler IDl der Klasse .A von der Ordnung m, und
A = IDlA',
*) Nach der Ausdrucksweise von ChristoffeJ (Über die kanonische FOrDl
der Riemannschen Integrale erster Gattung, Annali di Matematica pura ed
applicata. Serie II, Tomo IX) ist
(A, W)+a-p = (O,B)+a-p = (O,A)-1
der "fJberschu.8-,
(At W)-l = (0, B)-l




so ist A' eine eigentliche Klasse von 'derselben Dimension wie A, und
mithin (§ 28, 5.)
(0, A) == (0, A') = fl,-'T1t- p+ 1 + (A', W),
(A', W»m,
d. h. A' muß gewiß von der ersten Gattung sein, wenn A eine
uneigentliehe Klasse ist. Ist also B' die Ergänsnngsklasse von A',
so ist auch
(0, B')5m.
Wäre aber (0, B' > m, 80 würde sich nach § 20, 2. in B' ein durch
IDl teilbares Polygon ID15.8 finden lassen und es wäre
i{'[R 5B === ~ 58 == ~,
also A von der ersten Gattung, gegen die Voraussetzung. Es ist also
(A', W) == m
(0, A) === n-p+ 1,
worin wieder der Riemann-Rochsche Satz für diesen Fall, genan
in der Form von § 28, 3. enthalten ist.
3. Enthält die Klasse A nur ein einziges isoliertes Polygon, 80
ist (0, A) == n - p + 1 = 1, mithin n == p, d. h, ein isoliertes
Polygon zweiter Gattung hat stets die Ordnung p. Umgekehrt ist,
nach 2. jedes Polygon zweiter Gattung von der Ordnung p ein isoliertes.
4. Unter Beibehaltung der Bezeichnung von 2. ist (0, B') == m
und daher läßt sich nach dem oft angewandten Satze (§ 20, 2.) in
B' ein durch ein beliebiges (m - 1)-Eck teilbares Polygon finden.
Setzt man also, indem man einen beliebigen Punkt 13 Ton IDl absondert,
IDl = 13 g}l',
so ist ein Polygon IDl'~ in B' enthalten und also
Yl' [Jl'~ = m.
Das Polygon w.' IDl' == i{" und seine Klasse A" sind daher von der
ersten Gattung und A hat wenn P die Klasse von ~ bedeutet, ,
die Form
A=PA".
Zugleich muß (A", W) = (0, B") = 1 sein, d, h. die Ergänznngs-
klasse H' Ton A" enthält nur ein einziges isoliertes Polygon ~", da
sonst in B' ein durch ~ teilbares Polygon existieren würde, und
also auch A gegen die Voraussetzung Ton der ersten Gattung wäre.
22*
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(0, ..4) = fi-P+ 1,
wo 11, die. Ordnung von A bedeutet;· andererseits ist die Dimension
der Klasse ...4" nach §§ 28 und 29: .
(0, AI') == n - p + (A", W) = n - p + 1 ;
also sind A und A'" von derselben Dimension. Sämtliche Polygone
der Klasse A" gehen aber durch Multiplikation mit ~ in Polygone
der Klasse A über, und wegen der Gleichheit der Dimensionen wird
hierdurch auch die letzte Klasse vollständig erschöpft. Es enthalten
daher sämtliche Polygone der Klasse A den Faktor ~, der sonaeh
auch im Teiler von .A. aufgeht.
6. In dem besonderen Falle, wo das Geschlecht p des Körpers sa
den Wart 0 hat, kommen Polygone und Klassen erster Gattung über-
haupt nicht vor. Es existieren also in diesem Falle auch keine
uneigentliehen Klassen. Die Dimension einer jeden Klasse ist um
1 größer als ihre Ordnung. Insbesondere gehört also auch jeder
Punkt ~ zu einer eigentlichen Klasse von der Dimension 2, und
daher existieren in diesem Falle in Q, Funktionen z, welche von der
ersten Ordnung sind. Durch eine solche läßt sich jede andere
Funktion des Körpers rational ausdrücken, denn die zwischen z
und einer anderen Variablen. des Körpers bestehende irreduktible
Gleichung ist in bezug auf letztere Tom ersten Grad (§ 15, 7.~
5. Ist umgekehrt A" eine Klasse erster Gattung, für welche
(A", W) = 1, 80 daß die Ergänzungsklasse B" von A" aus einem
isolierten Polygon '8" besteht; ist ferner ~ ein in B" nicht aufgehen..
der Punkt, und seine Klasse P, 80 ist A == PA" eine uneigentliche.
Klasse zweiter Gattung von der Ordnung ,.", in deren Teiler ~ aufgeht.
Daß A von der zweiten Gattung ist, ergibt sich zunächst aus
der Annahme, daß ~ in SB" nicht aufgeht. Die Dimension von .A
ist daher nach 2.
§ 31.
Die Differentiale zweiter und dritter Gattung.
tJ = b+2p-2,
1.. Ist jetzt nach der in § 25 eingeführten Bezeichnung
d- i[m=t\
ein beliebiges Differential in Q" also, wenn G, b die Ordnungen VOD
• und ~ sind,
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und werden i(, ~ als relativ prim vorausgesetzt, so muß, wenn U, 3
Untereck und Verzweigungspolygon für eine beliebige Variable z be-
deuten, U221 mit 3'8 äquivalent sein (§ 25). Bezeichnet man also
mit U, Z, A, B die Klassen der Polygone U, .8, ~, s, so muß
U2 .A ==.ZB
sein.. Andererseits ist aber, wenn W die" Hauptklasse erster Gattung ist,
USW = Z,
woraus sich die Relation
A===BW
ergibt. Ist umgekehrt ~ ein beliebiges Polygon der Klasse B W, so
folgt daraus die Äquivalenz von UI ~ mit B~, also die Existenz
eines Difierentia~ von der Bezeichnung ~. Daraus ergibt sich, daß
5B dann und nur dann Untereck eines Differentials dGj sein kann,
wenn in BW ein zu 58 relativ primes Polygon existiert, d. h; wenn
der Teiler der Klasse B W relativ prim zn 58 ist. Die Dimension
der Klasse B W gibt dann zugleich die Dimension der zum Untereck ~
gehörigen Schar von Differentialen dCö (§ 25).. Die Sätze § 30, 4.., 5.
ergeben daher, da (W, W) == 1 ist, das folgende Resultat,
a) Besteht ~ aus einem einzigen Punkt (ist b == 1), 80 ist die
Klasse BW eine uneigentliche mit dem Teiler 58; also kann die
Ordnung b des Unterecks eines Differentials dm nicht gleich
Eins sein.
b) Ist b > 2, 80 ist B W stets eine eigentliche Klasse zweiter
Gattung und daher ihre Dimension
b +p-l.
~ Untereck eines Differentials kann also "jedes beliebige
Polygon Ton mehr als einem Punkt sein, und es existieren
unter den zu einem Untereck Ton der Ordnung b gehörigen
Differentialen b + 'P -1 linear unabhängige. .
2. Wir suchen jetzt unter der Voraussetzung, daß b > 2 ist,
für die Klasse A eine Basis derart auf, daß jedes Element ~ dieser
Basis ein Differential aGi,. Ton möglichst einfacher Beschaffenheit
liefert, nämlich ein solches, dessen Untereck eine Potenz eines ein..
selnen Punktes oder das Produkt aus nur zwei verschiedenen
Punkten ist.
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Angenommen, es sei für die Klasse BW eine solche Basis bereits
gefunden
(1) ca}, ~s, ~B' • •• ~b+1'-1,
so bilden wir daraus, wenn P die Klasse eines beliebigen Punktes ~
bedeutet, eine ebensolche Basis für die Klasse B P W von der
Dimension b+ 1', nämlich
(2) ~511' 'ils' • • · ~~b+P-l' 1:'.
Die ersten b + p - 1 dieser Polygone gehören wirklich der Klasse
B PW an und sind voneinander unabhängig, weil es die Polygone (1)
sind; zugleich sind die aus ihnen gebildeten Differentiale
d ~ 13~ ~r
0),. = ~58 =="Ir
mit den ans (1) gebildeten identisch. Es kommt also nur noch auf
die Bildung von 'H' an, wobei zwei Fälle zu unterscheiden sind.
a) Geht ~ in 58 auf und ist ~ = ID1~, IDl nicht durch 13
teilbar, 80 ist pm+ 1 Weine eigentliche Klasse (weil m + 1 > 2,
§ 80, 4.), in welcher folglich ein durch ~ nicht teilbares Polygon 9l:
existiert; setzt man nun ~' = IDl9l, so gehört ir' der Klasse BPW
an und ist durch ~ nicht teilbar, folglich auch nicht in der Schar
(~!(l' ~W:I' • • • ~Wb+JJ-l)' deren Teiler ~ ist, enthalten; mithin
sind die Polygone (2) unabhängig voneinander, und da ihre Anzahl
b + p ist, so bilden sie eine Basis der Klasse B P W. Das aus i('
gebildete Differential
d - ' 'll' 9l
m = ~'8 = ~m+l
hat die geforderte Form, da sein Untereck eine Potenz eines" einzelnen
Punktes ist.
b) Geht ~ nicht in ~ auf, so wähle man ein für allemal einen
in ~ aufgehenden Punkt ~1 und setze 5B === illl~1 (gleichgültig ob
IDl durch ~1 teilbar ist oder nicht). Man wähle sodann in der
eigentlichen Klasse PP1 W ein durch ~ und '1 nicht teilbares
Polygon 9l, 80 gehört 'I' = IDlW wieder in die Klasse PBW, und
da '!(' nicht durch ~ teilbar ist, 80 folgt wie oben, daß die Polygone (2)
eine Basis von BPW bilden. Zugleich ist
d- ' '.I' 9l
CD = ,~ = ~,~'
also von der verlangten Form.
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Es bleibt noch übrig, den A~fang dieser Operation zu be-
schreiben. Ist b = 0, also 58 = D, so ist
BW = W === (~1' m2, ..... mp)
(die Hauptklasse erster Gattung).
Ist b === 2, so wähle man aus der eigentlichen Klasse BW ein
Polygon 5n, welches relativ prim zu ~ ist; dann ist
BW = (~ml' ~m9' ... .5.8~p, 9l).
Geht man von dieser Basis aus, um in der oben beschriebenen Weise
eine Basis (1) zu bestimmen, die dem beliebig gegebenen Polygon
58 == ~1~2 ~':3 ....
entspricht, und bestimmt die beiden Polygone ~, ~; aus der Bedingung
d - 'I,. ~~CDr == ]f == ~~ ,
80 daß sie keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, 80 sind die Polygone
58;, die als Unterecke der Differentiale d CD, auftreten, folgende:
a) p-mal tritt der Nenner D auf, und die zugehörigen Differentiale
diD,. sind die Differentiale erster Gattung.
b) Je einmal treten die Unterecke ~~, ~~, .... ~Tl (wenn m1 > 2),
~:, ~, ..... ~:2; ~=, ~:, .... ~~3, .... auf.
Die zn den Unterecken ~r gehörigen Differentiale d (iJ, werden,
wenn eine genauere Unterscheidung nötig ist, mit dt~-l) bezeichnet
und heißen Differentiale zweiter Gattung.
c) Endlich treten die Produkte ~1 ~I' ~1 ~s, ••• (bei festgehaltenem
l\) je einmal auf. Die zugehörigen Differentiale d Gi,. werden mit
dn<1Sb !Pr> bezeichnet und heißen Differentiale dritter Gattung.
Jedes Differential dii, dessen Untereck SB ist, kann in der Form
dargestellt werden
r
(3) döi == ~crdmr
mit konstanten Koeffizienten er, welche die Normalform des Diffe..
rentials di genannt wird. Hat man jedes der einzelnen Differentiale
dir auf eine bestimmte Art gewählt, 80 läßt sieh die Normalform
auch nur auf eine einzige Weise herstellen, was unmittelbar aus




1. Ist dm ein beliebiges Differential in a und ~ ein Punkt, der
m-mal im Untereck ~ desselben vorkommt (m > 0), so wähle man
eine Variable z so, daß sie in ~ 00 1 wird. Es läßt sich dann (nach
§ 15, 4.), und zwar nur auf eine Weise, setzen
() diD 2 3 -1 -~1 d,z ==afA - 2 z'A- +am-Szm- +.. ·+a1z+aO+a_1z +1Jz ,
worin die (J Konstanten, 1] eine Funktion in Sl., die in ~ endlich ist.
Der KoeHizient - a_1 von - Z-l in diesem Ausdruck heißt das
Residuum des Differentials dfii in bezug auf den Punkt ~.
Aus dieser Definition ergeben sich die folgenden Sätze:
2. Das Residuum in bezug auf einen Punkt ~ kann nur dann
von Null verschieden sein, wenn m > 0, d, h, wenn der Punkt ~ im
Untereck von dm wirklich vorkommt, und ist daher für die Diffe-
rentiale erster Gattung immer gleich O,
3. Das Residuum einer Summe von Differentialen ist gleich der
Summe der Residuen der einzelnen Differentiale.
--" 4. Das Residuum eines eigentlichen Differentials ist stets
gleich o. Ist nämlich ~ eine Funktion in Q, und wenn die b Kon-
stanten, fJ' eine in ~ endliche Funktion bedeuten,
f1 == b""z'A +bm _ 1 zt" - 1 +....+btz + fI', dtl
so ergibt sich durch Differentiation dieses Ausdruckes nach z, da tI,
in ~ unendlich klein von mindestens zweiter Ordnung ist (§ 23, 10.),
daß in dem Ausdruck für :: ein Glied mit r 1 gar nicht vorkommt,
womit die Behauptung erwiesen ist.
5. Das Residuum eines Differentials dm ist unabhängig von der
Wahl der Veränderlichen z, Ist nämlich Zl eine zweite Veränder..
liehe von derselben Beschaffenheit wie z, also, wenn° a konstant, t in
~ endlich ist:
(2) z=azt+t,
so ergibt sich, wenn zur Abkürzung
t1a_IZ·- 1 a._ s z-- 2
fX = .m-l + m-2 +... +aoz
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gesetzt wird:
dm d'iD dz da dz dz- 1
-=--=-+a lZ-l __ 1J __ 'dZ1 d Z dZ1 dZl - dZ1 dZ l
Nun ist, wenn t', t" in ~ endliche Funktionen sind, wie sich nach
§ 23 und § 15, 4. leicht ergibt:
dz dz- 1
Z-l- - Z-1+Z- 2t ' ~- - z- 2 t"dZ
l
- 1 l' dZ
l
- 1 ,
und daraus folgt nach 3., 4. die Richtigkeit der aufgestellten Be-
hauptung *).
6. Die Summe der Residuen eines jeden Differentials
dm in bezug auf alle Punkte ~ ist stets gleich Null.
Beim Beweise dieses wichtigen Satzes können wir uns auf die
Betrachtung der Residuen beschränken, welche zu den sämtlichen im
Untereck ~ von d (ij aufgehenden voneinander verschiedenen Punkten
gehören; wir fügen jedoch zu diesen noch so viele voneinander ver-
schiedene willkürliche Punkte mit verschwindenden Residuen hinzu,
bis wir ein aus lauter einfachen Punkten bestehendes einer eigent-
lichen Klasse angehöriges Polygon ~l ~I ••• ~fl erhalten. Dann wählen
wir eine Variable z von der Ordnung 1&, deren Untereck eben dies
Polygon ist, welche also in jedem der Punkte ~1' ~Jt ••• ~n und
nur in diesen 00 1 wird. Unter diesen finden sich dann sämtliche
voneinander verschiedene in ~ aufgehende Punkte. Es ergibt sich
unter dieser Voraussetzung für f, = 1, 2, ... n
am(3) - === a(t) zm-2 + a(t) Z".-3 +... +a(l) +a(t) Z-l + ~(t)Z-id,z tri-i tR-S 0 . -1 ., ,
WO l1(t) eine in ~c endliche Funktion bedeutet, Lassen wir für die
Konstanten a(t) auch den Wart 0 zu, so kann der Exponent m unab-
hängig von " angenommen werden (m ist dann, wenn nicht alle
a:_ 2 verschwinden, der Exponent der höchsten Potenz eines einzelnen
Punktes, welche in j8 vorkommt). Der zn beweisende Satz besteht
&
dann darin, daß ~a~ 1 = 0 ist. Um ihn zu beweisen, bilden wir
die Spur der Funktion ~: für die Varia.ble z (§ 2) und bedienen
*) llaD k&DD bei der DefiDitioD des Residuams auch eine Verbdertiche r
ngnmde legen, die in ~ unendlich klein in der ersten Ordnung ist. Ist dalU1
d-
-!! == a.,--+ ...+Gtr- 1 + '1
tlr
'lDd '1 i.a " elldlich. 80 ist at das Residuum von 4- in beng auf ~.
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uns dabei einer Erweiterung des Verfahrens § 16, 4. Wir wählen
ein Funktionensystem (11' (»., ... ' qn in ~ folgendermaßen: Es sei
()1 == Otn in ~2' ~s, ••• ~n, endlich und von Null verschieden in ~u
(12 == 0· in ~1' ~8' ••• ~tU " " "" " " ~~U
..... ., .
(L = 1, i, .'. n)(4)
so ist (§ 2)
am
(5) 8 (d"Z) = Xl,l +%2.2+'" + x"'...
Nun ist, wie aus (3) hervorgeht, z-"+2 dc/,iD ft für z = 00 endlich
z .
und daraus ergibt sich nach der soeben bewiesenen Eigenschaft der
Funktionen q, daß auch
~ == O· in ~1' ~2' ••• ~n-l'" " "" " " ~ft.
Sind nun Xl' 2:" ••• Zn rationale Funktionen von z, und ist
"l = Xl ql + X 2 (J. + ... + X n (In
eine Funktion in .Q" welche für z = 00, d. h, in ~l' ~I' ••• ~n end-
lich ist, 80 müssen Xl' X2' • •• Zu für z = 00 endlich sein. Sind
nämlich die Zu XI' ••• Xn für z === 00 nicht alle endlich, 80 existiert
ein positiver Exponent r von der Beschaffenheit, daß die Produkte
x1 z- r, zsz-"', ... xnr
r für z == 00 alle endlich sind, und mindestens
eines von ihnen, etwa xtz-" von Null verschieden; dann enthält aber
die Gleichung
'lz-" = xlz-r~l +... + x"z-"f?
den Widerspruch, daß im Punkte ~l die linke Seite und alle Glieder
der rechten Seite mit Ausnahme des ersten verschwinden.
Hieraus ergibt sich zugleich, wenn man fJ = 0 setzt, daß die
Funktionen ~1' ()I' • •• (J,. eine Basis von .Q bilden. Setzt man daher,
indem man mit xI, I' rationale Funktionen von z bezeichnet,
dm
d z (Jt = xl, 1 1;)1 + Xl, t ~I+... + Xl, ft q,.,
r tR +2za,&'
für z = 00 endlich sind. Nun sind z. B. in dem Punkte 'll, die
Funktionen (11' ('" ••• (J1I unendlich klein in der m teD Ordnung,
während (), dort endlich und von Null verschieden ist. Daher werden
in ~g die Funktionen
diJ
z d Z '1' Z Xl, 1411 , Z Zt, S()., • •• Z %1, • (J-
347
döi
,... - - - Z-2(X -IJJ(I.»
""1.,1. dz - L·"
alle verschwinden, und es muß mithin auch z Xl, 2 für z === 00 ver-
schwinden. Das gleiche folgt für z Xl, 3, ...... Z Xl,,, und allgemein für
z XL,1.', sobald r" L' voneinander verschieden sind Daher wird Z9 x&, t'
für z = 00 endlich sein.
Setzt man nun, indem man Xt eine neue rationale Funktion be-
deuten läßt,
(6) a; I. == a(t) zm-2 + a(l.) zm-3 + .O' ..+ aP) Z-l + Z Z-2
""' m-!, m-s ' -1 t,
80 folgt aus (3)
S(~:)
eine ganze rationale Funktion von z (§ 11, 4.).. Beachtet man. dies,
t
80 folgt aus (7) ~ Xc = 0 und ferner der zn beweisende Satz
(I)
~a~l = o.
Wir können diesem Satze auch den folgenden Ausdruck geben:
Das Residuum eines Differentials zweiter Gattung d~ in bezug auf
den Ptmltt ~ ist Null
Die Residuen eines Integrals dritter Gattung d 21<151' 1Js) in bezug
auf '1' ,. sind einander gleich und entgegengesetzt, und sicher von
und aus (4)
('1(1.) - XI.) (JI. = z'A X L, l (Jt + .... + Zi XL, 1.-1 ~I.~l+Zl X&, 1.+ lQt+ 1 + O' .. O' + Z" XL, n(JnO'
Da nun in ~L "1(1.) endlich und ('I. von Null verschieden, ferner alle
Glieder der rechten Seite Null sind, so folgt, daß auch XI. im Punkte
't, und mithin, da es rational ist, für z = 00 endlich ist. Aus
(5) und (6) ergibt sich dann
(
d- I. I. I. t
(7) S d:)= :8~_2zm-2 + :8a~_3zm-3+ ... + ::ga~lz-l + ~X.Z-2.
Nun ist aber andererseits, wenn wieder U das Untereck, ß das Ver-
zweignngspolygon von z ist:
dm UI~
dz = 8'8'
und ~ enthält keinen Punkt, der nicht auch in U enthalten ist.
Daraus ergibt sich wie in § 26, daß ~:' als Funktion von z auf-
gefaßt, eine Funktion des zn 0 komplementären Moduls e ist, und
mithin ist
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Null verschieden, da sonst d1t ein Differential erster Gattung sein
'WÜrde.
Aus diesen Bemerkungen ergibt sich noch mittelst 4., daß ein
eigentliches Differential atl, in der Normalform dargestellt, kein
Differential dritter Gattung enthalten kann. Es verdient ferner er...
wähnt zu werden, daß die Residuen des logarithmischen Diffe-
rentials dd ganze Zahlen, nämlich die Ordnungszahlen der Funktion
(f
fS sind (zofolge § 23).
§ 33.
Relationen zwischen DiHerentialen erster und zweiter Gattung.
1. Es sei es eine Funktion in .Q mit dem Untereck
~' = ~'rl-1 ~~J-l .... (mt, m2,·· .::>2)
und dem Verzweigungspolygon (§ 16)
~ = <S'~'f1-2~~2-2 ••• ,
worin f5' durch die als verschieden vorausgesetzten Punkte ~1' ~2 •••
nicht teilbar ist. Demnach ist in der symbolischen Bezeichnung v~n
§ 25 das eigentliche Differential
es e/
dd = W'I = ~~ ,V 1 1 S2 ••,.
woraus zunächst hervorgeht, daß ein eigentliches Differential
niemals von der ersten Gattung sein kann.
2. Das eigentliche Differential dfS, welches in seiner Darstellung
durch die Normalform nur Differentiale erster und zweiter Gattung
enthalten kann, gehört zu der Schar derjenigen Differentiale, deren
Untereck
~ == ~1~':2 ••• = ~'~1~1.".
ist.. Umgekehrt wird man also auch in einer solchen Schar, voraus-
gesetztdaß m1 , m., .... > 2 sind, und daß l" zu einer eigentlichen
· Polygonklasse gehört, stets mindestens ein eigentliches Diffe-
rential d cf finden. Denn dazu ist nach 1. nur erforderlich, daß in
.Q eine Funktion ff mit dem Untereck 58' existiert.
3. Hieraus ergibt sich nun der folgende wichtige Satz. Alle
Differentiale zweiter Gattung lassen sich linear mit kon-
atanten Koeffizienten darstellen durch 'P besondere passend
gewählte Differentiale zweiter Gattung, durch Differentiale
erster Gattung und durch eigentliche Differentiale..
. ,
- 349
Um dies einzusehen, wähle man ein beliebiges Polygon zweiter
Gattung ~ von der Ordnung p. Ist nun ~ ein beliebiger Punkt,
r ein positiver Exponent, so ist das Polygon ~~,. gleichfalls von der
zweiten Gattung, und folglich kann der Teiler IDl der zugehörigen
Klasse nicht durch ~ teilbar sein, weil sonst 'l(~r-t, also auch ~
ein Polygon erster Gattung wäre (§ 30, 4.). Setzt man daher
5H~r == IDl~',
80 wird ~ nicht in ~ aufgehen, und folglich enthält ~' den Faktor ~
genau r-mal öfter als~. Zugleich gehört ~' in eine eigentliche
Klasse. Ist nun
80 gehen die Pnnktpotenzen ~m, ~''''', ~".", . .. alle in il auf. Setzen
wir also
213 = ~trI+r+l~'m'+l~V'fR"+l .•• = ~'~~'~" ...,
80 existiert nach 2. in der zu dem Untereck 58 gehörigen Diffe...
rentialschar gewiß ein eigentliches Differential dtJ. Die Darstellung
desselben durch die Normalform enthält sicher das Differential
(1) tlt(~m+')
und außerdem alle oder einige der Differentiale
Id t(~ , d t('!,J1.), d t(~) • • • clt(1J'" + r -1)'(2) d t(\l'), d t(1l'2h ••• d t( \l ....') ,dt(4J"> , dt(~"2~, • •• dt{$"tn">..................... oW ....
nebst Difierentialen erster Gattung. Es läßt sich also das Diffe-
rential (1) linear und mit konstanten Koeffizienten durch (2), durch
Differentiale erster Gattung und durch d ff ausdrücken.
Ist daher das p-Eck zweiter Gattung
'I = ~'rl ~:2 ...,
80 erkennt man durch wiederholte Anwendung des hier beschriebenen
Verfahrens, daß alle Differentiale z-weiter Gattung in der Weise, wie
unser Satz es ausspricht, darstellbar sind durch die 'P Differentiale
1
dt('t) ... dt~l)'
(3) dt~ ••• dt(\l:')'
. . . . . . . .
Braunschweig und Königsberg i. Pr., im Oktober 1880.
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Erläuterungen zur vorstehenden Abhandlung.
In der vorstehenden Abhandlung, mit der die arithmetische Theorie der
algebraischen Funktionen geschaffen wurde, zerfällt der Aufbau der Theorie in
drei Stufen. Der erste, formale Teil bezieht sich auf den Bereich der gansen und
gebrochenen algebraischen Funktionen einer Unbestimmten, im zweiten Teil bildet
die arithmetisch definierte, absolute Riemannsche Fläche die Grundlage. Der-
dritte Teil - der nur am Schluß des Vorworts erwähnt, aber nicht erschienen
ist - sollte von der arithmetischen zur topologischen absoluten R i e man n sehen
Fläehe übergehen: ein Begriff, der auf anderer Grundlage erst mehr als dreißig
Jahre später in der Weylschen "Idee der Ri e m annsehen Fläche" entwickelt
wurde. Es verdient daher besonders hervorgehoben zu werden, daß (§ 16) scharf .
darauf hingewiesen ist, daß die absolute Ri emannsche Fläche ein zu dem Körper
gehöriger invarianter Begriff ist, von dem aus sich der Übergang zur
Riemannsehen Auffassung vollziehen läßt.
Der erste Teil läßt sich dadurch charakterisieren, daß der algebraische Funk-
tionenkörper als hyperkomplex.es System über dem Grundkörper der rationalen
Funktionen einer Unbestimmten betrachtet wird. Tatsächlich sind die Methoden zur
Definition von Norm, Spur, Diskriminante usw. diejenigen der Daratellungstheorie
hyperkomplexer Systeme; die Betrachtungen aus § 6 und § 22 etwa sind solche
über reduzible Darstellungen.
Die um die absolute Riemannsche Fläche sich gruppierenden Entwiek-
lungen des zweiten Teils - insbesondere die Begriffe des "Punktes" und des
",Divisors" (Polygons) - sind allgemeiner bekannt geworden durch das Buch
von Hensel-Landsberg, wo aber die idealtheoretischen Grundlagen des ersten
Teils durch funktionentheoretische ersetzt sind. Hensel.Landsb erg führen die
Gruppe aller ganzen und gebrochenen Divisoren ein, was Vereinfachungen beim
Beweis des Riemann ..Rochsehen Satzes nach sieh zieht. Der einfachste Beweis
ergibt sich aber erst, wenn man die bei Dedekind-Weber, § 22, gegebene
Konstruktion der Normalbasis auf gebrochene Ideale überträgt, und dann nach
Hensel-Landsberg weiter schließt.
Die wesentlichsten Entwicklungen von Hensel~Landsberg wurden von
J u n g (Rend. Palermo 26, und spätere Arbeiten) auf algebraische Funktionen-
körper von zwei Veränderlichen übertragen. Eine rein arithmetische Begründung
der Divisoren, die erst nach Weiterentwicklung der Idealtheorie möglich war,
wurde von Sc h m eid1e r (Math. Zeitschr. 28) und v. d. W a erd e n (Math. Ann. 101)
für n Veränderliche gegeben, Es handelt sieh dort immer um Divisoren der
Höehstdimension ; arithmetische Definition und Existenzbeweis für den allgemeinen
invarianten Punktbegriff bei algebraischen Mannigfaltigkeiten findet sieh bei
v. d, Waerden (Math. Ann.97).
Noether.
XIX.
Über die Diskriminanten endlicher Körper.
[Abhandlungen der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen.
Bd.29, S.1-56 (1882).]
Unter den charakteristischen Zahlen oder Invarianten, von denen
die Eigenschaften eines endlichen Zahlkörpers ~ abhängen, ist nächst
dem Grade vor allem die Grundzahl oder Diskriminante L1(~)
zu nennen *), und es ist von großer Wichtigkeit für die Zahlentheorie
und Algebra, die Bildung dieser ganzen rationalen Zahl auf allgemeine
Gesetze zurückzuführen. In den Göttingischen gelehrten Anzeigen
vom 20. September 1871 (8. 1490) habe ich zuerst einen hierauf be-
züglichen Satz ohne Beweis mitgeteilt, durch welchen die in der
Grundzahl aufgehenden Primzahlen bestimmt werden; so einfach und
naheliegend dieser Satz ist, so war es mir doch erst nach vielen
vergeblichen Anstrengungen im Juli 1871 gelungen, ihn streng und
allgemein zu beweisen; es treten nämlich hierbei dieselben eigen-
tümlichen Umstände als hemmende Schwierigkeiten auf, die ich
schon damals erwähnt habe, und die später in der Abhandlung **)
Über den Zusammenhang zwischen der Theorie der Ideale
und der Theorie der höheren Kongruenzen eingehend dar...
gestellt sind. In der gegenwärtigen Abhandlung, welche als eine
Fortsetzung der eben genannten anzusehen ist, werden zunächst zwei
verschiedene Beweise für den oben erwähnten Satz gegeben, in § 8
ein unvollständiger, in den §§ 4-6 ein vollständiger, welcher im
wesentlichen mit dem im Juli 1871 gefundenen übereinstimmt. Der
übrige, und zwar größere Teil der Abhandlung ist aber einer genaueren
Untersuchung der Grundzahl gewidmet und führt zu einem allgemeinen
Gesetze, von welchem die Konstitution dieser Zahl beherrscht wird ;
das Resultat, zu welchem man gelangt, besteht darin, daß die Grund-
*) Hinsichtlich der VOD mir benutzten KUDStausdriieke muß ich auf meine
aDdereD Schriften verweisen, namentlich auf das Supplement XI in der dritten
Auflage der VorlesuDgen I1ber Zahlentheorie VOD Dirichlet, die ich im
folgenden mit Z. zitieren werde.
-) Bd.28 dieser Abhandlungen, 1878. Dieselbe 1011 mit G. zitiert werden.
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zahl, absolut genommen, immer die Norm eines Ideals ist, welches
ich das Grundideal des Körpers Q, nenne, und dessen Zusammen...
setzung aus Primidealen, abgesehen von gewissen singulären Fällen,
vollständig bestimmt wird; und hieraus folgt ohne weiteres ein dritter
Beweis des oben erwähnten Satzes.
Dieser Satz gestattet, was ich schon am Schlusse der früheren
Abhandlung ausgesprochen habe, noch eine wesentliche Erweiterung,
und ich füge hinzu, daß dasselbe auch von allen übrigen in der
vorliegenden Abhandlung gewonnenen Resultaten gilt. Zu dieser
wichtigen Verallgemeinerung gelangt man, wenn man den Körper
der rationalen Zahlen, soweit er als solcher in unserer Untersuchung
auftritt, überall durch einen beliebigen in a als Divisor enthaltenen
Körper ersetzt; die Modifikationen, welche unsere Resultate hierdurch
erleiden, bestehen im wesentlichen nur darin, daß neben den gewöhn-
lichen Normen, Diskriminanten, Spuren auch partielle oder relative,
auf diesen Körper besügliche Normen U8W. einzuführen, und gewisse
rationale Zahlen durch Ideale dieses Körpers zu ersetzen sind. Da
aber diese Erweiterung mancherlei Vorbereitungen und einen beträcht-
lichen Raum erfordert, 80 muß ihre Darstellung einer besonderen.
Abhandlung vorbehalten bleiben.
§ 1.
Ist Q ein endlicher Körper "teD Grades (z. §§ 162-164), 80
geht derselbe durch n Permutationen 9'(1), cp(2)••• .,,(8) in 'TI, konjugierte'
Körper a U), a<S)••• ..Q,(ft) über, und wir wollen, wenn 8 irgend eine
Zahl in a bedeutet, mit 8(1), (J(I)••• O(ft) die konjugierten Zahlen be-
zeichnen, welche durch diese Permutationen aus (J erzeugt werden.
Führt man eine Variable t ein, so entspricht jeder Zahl (J eine
zugehörige ganze Funktion
(1) F(t) = (I - e» (I - 8(1» ••• (t - 8<"»
= t;n + at p-I + asP-I +···+ fla-t t + an,
deren Koeffizienten rationale Zahlen 1, au GI ••• an sind. Diese Funktion
erhält man auch auf folgende Weise. Bilden die ft Zahlen (D17 CDs-•• co,.
eine beliebige Basis des Körpers ~, so kann man
8 0)1 = el, 1 SI + 4, 1 CUt!+ ·.. + e,., 1 &J,.
(2) 8 CDJ = BI, S (01 + es, I ml +·.. ·+ e.,I GJ•
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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setzen, wo die Koeffizienten er, 8 rationale Zahlen bedeuten, und es ist
eI , 1 - t, e2, 1 • • .. en, 1
(3) (-l)nF(t) = et , 2, e2,2- t .... en, 2
el, n, e2, n •. • en, n - t
Die mit N(O) zu bezeichnende Norm der Zahl (J ist das Produkt
ans allen mit fJ konjugierten Zahlen, also
(4) N (0) = e» 0(2).. . .. ()(n) == (-I)n an =
el , 1· . • en, 1
(7)
(6)
el , " • • • e,., ß
Die der Zahl (J entsprechende Funktion F (t) kann daher auch dadurch
definiert werden, daß für jeden rationalen Wert von t
(5) F(t) == N(t - 8)
ist.
Da die Funktion F (t), also auch ihre Derivierte F' (t) durch die
Zahl (J vollständig bestimmt ist, 80 gilt dasselbe von der Zahl F' (8),
welche wir zur Abkürzung mit (J * bezeichnen wollen, weil sie häufig
auftreten wird; bedeutet «p(1) die identische Permutation des Körpers a
(d. h. diejenige, durch welche jede Zahl () in sich selbst übergeht),
80 ist hiernach
(J* = F' (0) = (fJ - 8(2») (fJ - 0(3») •••(0 - 6(»»)
= ,,8,,-1 + (n - 1)a1 (Jn-i + ... + a"-l;
bekanntlich ist die Funktion F(t) stets und nur dann irreduktibel,
wenn diese Zahl 8 * nicht 'Verschwindet.
Die Diskriminante L/(0:1' "I ... ~) eines beliebigen Systems von
n Zahlen "1'"! ...an, welche dem Körper ~ angehören, ist das Quadrat
der aus den konjugierten Zahlen r4B) gebildeten Determinante, also
'1) (t) (I) I
"1 , fXt ••• lXr&
(I) (I) fY~~)L1( ) 111 , «i ..• -n
au a l · · · an =
(n) eR) ,./"')
"I ,"i ... -n
sie ist stets und nur dann von Null verschieden, wenn "1' c; ... "-
eine Basis des Körpers a bilden, Ist
{
tlt = litt 1 CDt + tJt, 1 OJ! +···+ a., 1 CD"
(8) ~~ • • :':.fO~ ~.~.'~~ :-•• • .~ ~: ~~
.. = Gt,.-I +Os,,,_I + ... + ~ft 0J,a,
nedekind, GelammeUe Werke, L 2S
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wo die Koeffizienten ar" rationale Zahlen bedeuten, so ist
(9) L1 (al' a l ..... txn) === (~+ alt 1a2t 2··· an,,,.,)2 LI(co1, WS"·· 6)n).
Die oben definierten Zahlen 8 * stehen in naher Beziehung zum
Begriff der Diskriminante, denn es ist bekanntlich
fi (n-l)
(10) LI (1,8, (JlJo.o.o. 8n - I ) = (-1)-2- N (8*)..
Unter der Spur der Zahl (J verstehen wir die Summe aller
mit ihr konjugierten Zahlen; wir bezeichnen diese offenbar rationale
Zahl mit S (8); dann ist
8(0)===0,8(1)=11,;
(11) S (0) = O(l) + 8(1) + o.o.o. + O(n) = - a 1
== ~, 1 + e2, 2 +·.. ·+ en,n,
wo a 1 und die Größen er" dieselbe Bedeutung haben, wie in (1) und
(2). Über den Gebrauch dieses Zeichens ist folgendes zu merken.
Da jede rationale Zahl durch alle Permutationen in sich selbst
übergeht, 80 ist
(12)
da ferner (a + (J)(r) = w.") + (J(r), und (a (J)<r) = ",.) (J(") ist, so folgt
(13) 8(a+fJ) = 8(ct)+S«(J),
und wenn e rational ist,
(14) 8(c«) = c8«(I;).
Ferner folgt aus
S (a fJ) = a<1) {J(l) + a(J) fJ(l) +... + a(n) (jen)
nach dem Satze über die Multiplikation der Determinanten
S (at Pt) o..o. 8 (al IJ,.)
(15) ~ + a~l) a~2).. • • ~)o. ~± fJ~I) fJ~") .. o. • fJ~n, == ..o.o..o... • • • • • .. ,
mithin
S (ax a t ) , 8 (at aJ.o.o. 8 (<<I a.)
(16) LI(al , "I ..-an) = S(ala), 8 (a.aJ ... S(r;a,.) .
s (t4aall, 8 (an aJ ···8 (a.,. an)
Hat eine Zahl a die Eigenschaft, daß für jede in &a enthaltene
Zahl 6J die Spur 8(acu) verschwindet, 80 ist gewiß a = 0, weil
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sonst für co == t".C-1 sich ein Widersprnch mit (12) ergeben würde;
und hieraus folgt mit Rücksicht auf (13) allgemeiner, daß, wenn für
jede Zahl CD die Gleichung
(17) S (a fJ)) == S (fJ w)
gilt, notwendig
(18) a == ß
ist.
§ 2.
Der Inbegriff 0 aller in ~ enthaltenen ganzen Zahlen (Z. § 166)
ist ein endlicher Modul
(1) 0 === [wt' (0, ••• LOn] ,
d. h. es gibt n ganze Zahlen CO],m•... mn von der Beschaffenheit, daß
jede ganze Zahl m in der Form
(2) CD == kt CDt + Asm" + ... + h"OJn
darstellbar ist, wo die Koeffizienten 11,1' h'},··. An g an ze rationale
Zahlen bedeuten. Dieses System heißt eine Basis von 0, und seine
Diskriminante
(3) D = LI (mI' 6), ••• aln),
welche eine von Null verschiedene ganze rationale Zahl ist, heißt die
Grundzahl oder Diskriminante des Körpers Sl.
Sind «1' a i . ··an ganze Zahlen, so sind die in den Gleichungen (8)
und (9) des vorigen Paragraphen auftretenden rationalen Koeffi-
zienten a,.,. ganze Zahlen; folglich ist die Diskriminante LI(<<1' tx,•. •an)
teilbar durch D (und nur dann = D, wenn diese Zahlen ebenfalls
eine Basis von 0 bilden), Ist () eine ganze Zahl, 80 kann man dies
auf das System 1, 8, Os it • • (Jn-l anwenden und erhält
(4) LI(l, 8, 81 ..• (JfI-l) == DTcS = ±N(8*),
wo k eine ganze rationale Zahl ist, die wir, wie früher (G. § 1), den
Index der Zahl 8 nennen wollen.
Ist Gl eine beliebige ganze Zahl, so gilt dasselbe von den mit
ihr konjugierten Zahlen, mithin ~t die Spur B (co) eine ganze rationale
Zahl; und wenn CD durch die ganze rationale Zahl e teilbar ist, so
ist 8(m) ebenfalls durch e teilbar, weil GJ = ca, also 8(m) = eS(a),
und 8 (a) ganz ist.
23*
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Mit p bezeichnen wir im folgenden immer eine (positive) ratio ..
nale Primzahl; dann folgt aus einer bekannten Eigenschaft der zum
Exponenten p gehörenden Binomial...Koeffizienten, daß, wenn 1',v irgend
zwei ganze algebraische Zahlen bedeuten, immer
S (0)1' = 8 (0) (mod. p)
ist, so ergibt sich
(5) (p + 11)1' = p,P + lIP + Pli
ist, wo 1/ ebenfalls eine ganze Zahl ist. Hieraus folgt, wenn m irgend
eine Zahl in 0 bedeutet, zunächst
8(m)p == (m(l) +m(2) + ... +m(n»)p = B(mP) (mod. p);
da aber 8(61) eine ganze rationale Zahl, mithin nach dem Satze
von Fermat
(6) S(co) = S(mP) (mod.p),
und allgemeiner, wenn man CD immer durch fDP ersetzt,
(7) S (m) =S (G)PtR) (mod. p).
Sind au Cl,··· an beliebige Zahlen in 0, so folgt hieraus mit
Rücksicht auf die Gleichung (16) des vorigen Paragraphen der Satz
(8) LI (~, ~ ...~)=LI (al' "s. · · an) (mod. p).
Ebenso ergibt sich aus (7) unmittelbar der folgende (nicht um-
zukehrende) Satz: Wenn GJ durch alle in 'P aufgehenden Primideale
teilbar ist, so ist
(9) 8 (m) =0 (mod. p);
denn wenn man den Exponenten m hinreichend groß wählt, 80 wird
die Zahl (j)pfft durch p teilbar.
§ 3.
Wir wenden uns nun zum Beweise des in der Einleitung er-
wähnten Satzes:
Die rationale Primzahl p geht stets und nur dann in
der Grundzahl D des Körpers ,ß auf, wenn p in diesem
Körper durch das Quadrat eines Primideals teilbar ist.
Am Schlusse der früheren Abhandlung (G. § 5) ist bemerkt, daß
dieser Beweis, falls es in 0 eine Zahl 8 gibt, deren Index i nieht
teilbar durch 'P ist, leicht SUB den dort gewoimenen Resultaten
abgeleitet werden kann. Dies soll zunächst geschehen.
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In der Tat, wenn es eine solche Zahl (J gibt, so ist damals ge-
zeigt (G. § 2), daß die Zerlegung des Ideals 0 p in Primfaktoren auf
die Zerlegung der zugehörigen Funktion F (t) in Primfunktionen nach
dem Modul p zurückkommt. Ist nämlich
F(t) =P(t)ePl {t)e1... (mod. p),
wo P Ct), Pt (t)· .. wesentlich verschiedene Primfunktionen bedeuten,
so entsprechen denselben ebenso viele verschiedene Primideale lJ, ~1 • • .,
und gleichzeitig gilt die Zerlegung
op == .pe .p~1 .•• ;
ist ferner 1/J (t) eine beliebige ganze Funktion von t mit ganzen ratio-
nalen Koeffizienten, so ist die ganze Zahl 1/J (0) stets und nur dann
durch das Primideal l' teilbar, wenn 1JJ (t) nach dem :Modul p durch
die entsprechende Primfunktion P (t) teilbar ist. Verbinden wir
hiermit den allgemeinen Satz *), daß eine Funktion F (t) und ihre
Derivierte F' (t) stets und nur dann durch eine und dieselbe Prim-
funktion P (t) nach p teilbar sind, wenn F (t) durch das Quadrat
von P (t) teilbar ist, so ergibt sich folgendes.
Wenn 'P durch das Quadrat eines Primideals teilbar ist, so muß
einer der Exponenten e, el • • ., z. B. e> 1 sein; dann ist F' (t) durch
P (t), folglich die Zahl 0* durch l> teilbar; mithin geht die Norm
Von lJ, welche immer durch p. teilbar, nämlich eine Potenz von p ist,
in der Norm von 8* auf (Z. § 169, 5.); hieraus folgt mit Rück-
sicht auf die Gleichung (4) in § 2, daß D lt' durch p teilbar ist,
und 'da p nicht in Je aufgeht, so muß die Grundzahl D durch p
teilbar sein.
Wenn aber p durch kein Primideal-Qu,adrat teilbar ist, so sind
die Exponenten e, ~ · .. sämtlich = 1; dann ist F' (e) durch keine
der Prindunktionen pet), Pt (t)··· teilbar, und folglich ist die Zahl ß*
auch durch keines der Primideale lJ, 1'1 ••• teilbar; mithin ist 0* relative
*) In meiner Abhandlung über die Theorie der h ö he r en Kongruenzen
~BorchardtsJournal, Bd.54, S.7), die ich im folgenden wieder mit K. zitieren werde,
1st zwar nur der erste Teil bewiesen, daß F (t) gewiJ) durch P (t) teilbar ist,
WIDD P(t)' in F (t) aufgeht; bedenkt man aber, daß die Derivierte P(t) niemals
=: 0 (mod.p) ist (weil 80nst die Primfunktion P(t) der pteD Potenz einer Funktion
kODgroent wiri), und daß folglich P(t) auch niebt durch P (t) teilbar seiD kau
(weil der Grad von P (t) kleiner als der von P (t) ist), so ergibt sich auch der
&Rdere Teil des obigen Sabes.
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Primzahl zu p, und hieraus folgt (Z. § 174, 8), daß ihre Norm + DTtJ,
und also auch deren Teiler D nicht durch p teilbar ist.
Hiermit ist der obige Satz vollständig bewiesen, aber nur unter
der Voraussetzung der Existenz einer Zahl (J, deren Index k nicht
durch p teilbar ist; da nun in der früheren Abhandlung (6.' § 5)
gezeigt ist, daß es Körper a gibt, bei denen diese Voraussetznng
nicht für alle Primzahlen p zutrifft, so bedarf es eines anderen Be-
weises, um die Wahrheit des Satzes für alle Fälle außer Zweifel zu
setzen.
§ 4.
Der zu beweisende Satz zerfällt in zwei Teile, von denen der
eine in folgender Form ausgesprochen werden kann:
Ist p durch das Quadrat eines Primideals teilbar, so
geht p in der Grundzahl D auf.
Dies ist sehr leicht zn beweisen. Denn wenn 0 P === Q.p2 ist, wo
lJ ein Primideal (oder auch irgend ein von 0 verschiedenes Ideal)
bedeutet, so ist a.p nicht teilbar durch 0 p, und es gibt folglich in a ~
eine durch p nicht teilbare Zahl m; da ferner (Q .p)l == a p, also
durch 0 p teilbar ist, 80 geht p in col , also auch in afP auf. Setzt
man nun wieder
also
D == LI (cot , CDt • • • sn),
80 ist
GJ == ~ Ac o,,
wo die ganzen rationalen Koordinaten k1, hi • · • kn nicht alle durch p
teilbar sind, weil sonst auch m durch p teilbar wäre, was nicht der
Fall ist. Erhebt man zur pten Potenz, so folgt aus dem Satze (5)
in § 2 mit Rücksicht auf den Satz von Fermat
al = ~ (kcCD&'f = :8 hcat: (mod. p),
und da mP durch p teilbar ist, 80 ist auch
~ hcai' =0 (mod, p).
Da aber die Zahlen Ac, wie oben bemerkt, nicht alle durch p teilbar
sind, 80 folgt aus einem früher bewiesenen Satze (z. § 166, (1», daß
die Diskriminante
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durch p (sogar durch r) teilbar ist *), und hieraus ergibt sich nach
dem Satze (8) in §. 2, daß p auch in D aufgeht, w. z. b. w.
§ 5.
Bei weitem schwieriger ist der zweite Teil des Satzes, die Um-
kehrung des ersten Teils, zu beweisen, und wir müssen zunächst
einige Hilfssätze entwickeln, die aber auch für verwandte Unter-
suchungen von Nutzen sind.
1. Satz: Ist die aus lauter ganzen rationalen Zahlen cr• s gebildete
Determinante ,nie n Grades
Cl, l' C2, I . • • Cn,l
o === Cl, 2, C2, 2 • • • Cn, 2
teilbar durch die Primzahl p, 80 kann man 11, ganze rationale Zahlen
Xl' Xi··· Zn, die nicht alle durch p teilbar sind, 80 wählen, daß die
110 Kongruenzen
Cl, 1 Xl + Ct, 2 ZI +···+ Cl, n 'Zn = 0 }
~2<l:~ :.~, ~ ~2.~ .: :.c~,~ ~ß••• ~ (mod. p)
en , l Xl + CR, 2 X, + ···+ C'n,n Zn = 0
erfüllt werden **).
Dies leuchtet von selbst ein, wenn alle Koeffizienten er" durch p
teilbar sind. Im entgegengesetzten Falle wird es eine Unterdetenni...
nante 0' von höchstem Grade m < 11- geben, welche nicht durch
p teilbar ist, und wir dürfen annehmen, es sei
Cl, I' Cl, ~ • • • Cl, •
0' = C2,1' C2,2···~,.
Cm, H C.,i··· e.,.
dann genügt man allen vorstehenden Kongruenzen z. B. dadurch,
*) Dies gilt offenbar auch dann, wenD die Potensen t8~, mr·· .. co~ keine
Basis de. Körpers !J bilden, weil in diesem Falle ihre Diskriminante verschwindet,
also durch p teilbar ist.
**) Von demselben Satze ist auch SChOB in der früheren AbhandlUDI (G. § 1)




Xm +2 = 0, X m +3 == 0··· Zn == 0
und für Zl' XSOoOoOoZ., Zm+l resp, die Koeffizienten setzt, mit welchen
die unbestimmten Größen U1 , · 'U2 • • • Um, Um + I in der Determinante
GI, l' Cl, s · · · Cl, m, Cl, '" + 1
C2, l' c" 2 • .. • C2, m, C2 , m + 1
Gm,l' Gm,2· · ·Cm,m, Cm,m+l
U 1 , U•.• • U m , U m + 1
lIlat + ast; + ... + ara,. =0 (mod, p)
befriedigen, und Ton denen wenigstens eine, z. B. a,., nicht durch 'P
teilbar ist, so kann man, weil p eine Primzahl ist, eine ganze ratio-
nale Zahl a' 80 bestimmen, daß a' a,.=1 (mod. p) wird; multipliziert
multipliziert sind; denn diese Determinante
U 1 Xl + "'2 X2 + .Oo.+ UmZm + tt m + l Zm+l
wird zufolge unserer Annahme immer eine durch p teilbare Zahl,
sobald
VI = er, l' U2 == er, 2 • .. • Um =. C,., t1&, 'Um +1 = er, m + 1
gesetzt wird. Und da Zm+l = 0', also nicht durch p teilbar ist,
80 ist der Satz bewiesen *).
2.. Sind «1' a.··· «r bestimmte Zahlen in 0, während Xl' X,··" Zr
wi.lJJdirliche ganze rationale Zahlen bedeuten, 80 bilden die Zahlen
" = X 1 "t + ZI"' + ... + x,.a;
einen durch 0 teilbaren endlichen Modul Q = ["1' "I· .. · a,.], und die
Anzahl (0, 0p) der in tl enthaltenen, nach p inkongruenten Zahlen ist
offenbar höchstens = y; sie wird stets und nur dann genau
= 'J' sein, wenn die Zahlen "1' t; ... a,. die Eigenschaft haben, daß
die Kongruenz a =0 (mod. p) nur durch Zt =0, :1:1 =0 ..... Zr :=: 0
(mod. p) befriedigt werden kann; in diesem Fall wollen wir sagen,
daß die Zahlen tX1 , 1Xt· •• tx.,. ein nach p irreduktibeleB System
bilden, und es leuchtet ein, daß r< 11, ist, weil (0, 0p) = pR ist.
Bilden die Zahlen tX1 ' "t .... tXr aber ein nach p reduktibeles
System, gibt es also ganze rationale Zahlen a t , GI··· ar , welche die
Kongruenz
*) Ersetzt maD die oben benutzten Elemente er, _ +1 sukzessive durch er, _ + !h
er•• +a · • · er,•• 80 erhält man im ganseD tI -.. partikuläre Lönngen der ge.
cebeneD Kongraenzen, aus welchen ihre &1lgemeiDsteLötnmg leicht abnleitea ist.
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man die obige Kongmenz mit a', so folgt, daß
a,. =b1 a1 + 6,"_ +·.. + br - I CXr-t (mod. p)
ist, wo b1 , b2 • • * br - 1 ganze rationale Zahlen bedeuten, und hieraus
ergibt sich, daß jede Zahl ~ des Moduls a. mit einer Zahl cl des
Moduls c' = [al' "I··· ar-I] nach p kongruent ist; da ferner a' teil-
bar durch Q, d, h. da jede Zahl a' auch in Q enthalten ist, so folgt
(e, 0 p) == (a', 0 p), und diese Anzahl ist höchstens == 1'- I. Ist das
System ~, aJ • • • ar-t ebenfalls reduktibel nach p, so kann man in
derselben Weise fortfahren, bis man zu einem nach 'P irreduktibelen
System gelangt; besteht dasselbe aus m Zahlen, so ist
(a, op) = pm;
die Zahl m ist dadurch charakterisiert, daß es m Zahlen a' l' (J/2 • • • a' m
in a gibt, welche ein nach p irreduktibeles System bilden, während
jedes aus (m + 1) Zahlen des Moduls a gebildete System reduktibel
nach p ist; ist a eine beliebige Zahl in B, 80 gibt es immer m ganze
rationale Zahlen Yl' Ys····y., welche die Kongruenz
a = v,«. + yscl" + ... + Yma'm (mod. p)
befriedigen und in bezng auf den Modul p vollständig bestimmt sind.
(Wenn a durch 0 p teilbar ist, so ist m == 0 zn setzen.)
3. Bilden die Zahlen (01' (DI··· O)n eine Basis von 0, und be-
trachtet man ein System von n ganzen Zahlen
(Xl - Cl, t °1 +C2, I (;). + ···+ Cn, 1 CO"
c; = t;, 2 Olt + ~; 2 tD. + ···+ Cn, 2 m"
tl,a == Cl, ft CDt + c"" 0)2 + .. ·+ Cn, ft CD",
so geht aus dem obigen Satze 1. hervor, daß dasselbe stets und nur
dann nach p irreduktibel ist, wenn die BUS den Koordinaten er"
gebildete Determinante 0 ni e h t durch p teilbar ist. Unter dieser
Voraussetzung gibt es daher, wenn co eine gegebene ganze Zahl ist,
immer ft. ganze rationale, nach dem Modul p vollständig bestimmte
Zahlen Xl' X,··· Zn, welche die Kongruenz
CD = :1:1 fit + XI", + ... + x,.CE,a (mod. p)
befriedigen. Man kann daher auch
GJ"t =Zl,l"t+Zt,tc;+ ... +xn,l«n}
~~•••X~.I.~ :.St:2.: ~ :.: ~ ~":2.~. (mod, p)
CD m. =%1,ft"l + 2:s,,,", + ···+ ~.,,,",,,
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setzen, wo die ganzen rationalen Zahlen X r, 8 nach dem Modul p be-
stimmt sind, und wir wollen den Satz*) beweisen, daß
8 (0) =Xl, I + X2, s + ... + Xn,n (mod. p)
ist.
In der Tat, da jede der Zahlen O)t, W1••• 6)n und folglich jede
ganze Zahl durch Multiplikation mit 0 in eine Zahl des Moduls
[at, ~ ... an] verwandelt wird, so kann man
om trI === Yl, 1 a1 + Y2, I (.(1 + ·.. + Yn, 1 an
oCD"I = Yl, 2 «1 + Y2, 2~ + ···+ Yn, I an
om an == Yl, 11 at + 'NI, fI 0:1 +·.. + Yn,n an
setzen, wo die Koeffizienten Yr,8 ganze rationale Zahlen bedeuten,
welche offenbar mit den obigen Koeffizienten Zr, 8 durch die Kon-
gruenzen
Yr,8 =Oxr, . (mod. p)
zusammenhängen; da andererseits (zufolge § 1, (11) und (14»)
8(Om) == 08(m) = Yl,l + YS,2 + ... + Yn,1U
und a nicht durch p teilbar ist, so ergibt sich die Richtigkeit der
zn beweisenden Kongruenz.
4. Wir zerlegen nun das Ideal 0 p auf irgend eine Weise in ein
Produkt von zwei Idealen l', q, und bezeichnen deren Grade **) resp.
mit r, 8; dann ist
op = pq; N(op) = '? = N(p)N(q) = 'l'P',
also r + 8 = n. Da ferner (z. § 173, 7)
(q,op) = N(~) == 'l'
ist, so gibt es (znfolge ~) in dem endlichen Modul q ein System von
r Zahlen
()o, oc:>: (),.-t,
welches irreduktibel nach p ist, und jede durch q teilbare (d, h. in q
enthaltene) Zahl ist
=Ao (Jo + At l}t + .. ·+ ß,.-1 ()r-l (mod, p),
*) Offenbar gelten ähnliche Sätze für N(I») und alle übrigen Koeffizienten
der zu t» zagehörigen Funktion 71t h Grades (§ 1).
**) Unter dem Grade eines beliebigen Ideals Q wird die Anzahl der (gleiche.
oder ungleichen) rationalen Primzahlen Terstanden, deren Produkt = 8(0) ist
(vgl. Z. § 171, 10).
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wo Ao, h1 ••• hr - t ganze rationale Zahlen bedeuten. Ebenso gibt es
in l' ein nach p irreduktibeles System von 8 Zahlen
()o, «11 . • • 6 8 -1'
und jede durch l' teilbare Zahl ist
- ko6 0 + k; 61 +... +k8 - t ()'-l (mod. p),
wo ko, !cl ••• kS - 1 ebenfalls ganze rationale Zahlen bedeuten.
Wir nehmen nun ferner an, daß -P, q relative Primi deale
sind, daß also 0 ihr größter gemeinschaftlicher Teiler ist; dann läßt
sich leicht zeigen, daß die 11, Zahlen
(10' ()1 ••. (>r-l' 6o, 01 ••. ()8-t
ebenfalls ein nach p irreduktibeles System bilden; da nämlich jede in
o enthaltene Zahl m eine Summe von zwei Zahlen ist, deren eine in q,
und deren andere in II enthalten ist (Z. § 165 oder § 171), so ist auch
(l) = ho~o + ... + hr - 1 Pr-l + ko6 0 + ...+k'-l (18-1 (mod. p),
und hieraus ergibt sich unsere Behauptung (zufolge 2.), weil (0, 0p)
== pn = 1'+8 ist. Dasselbe geht aber unmittelbar auch daraus hervor,
daß die rechte Seite Gl der vorstehenden Kongruenz nur dann durch p
teilbar wird, wenn alle n Koeffizienten h; Tc =0 (mod. p) sind; ist
Dämlich co' durch p teilbar, so ist auch (i)' =0 (mod. p), mithin
ho~o+ ... + nr-t ~r-l=0 (mod. p),
weil die Zahlen 6o, cf1 ••• 118 - 1 in V enthalten sind; da nun die linke
Seite dieser Kongruenz auch in q enthalten ist, 80 ist sie, weil lJ, q
relative Primideale sind, auch durch l' q, also durch p teilbar, und
folglich müssen die r Koeffizienten k durch p teilbar sein, weil
~o, t11 ••• ,,~~ ein nach p irreduktibeles System bilden; und auf
dieselbe Weise ergibt sich, daß auch die 8 Koeffizienten Je durch p
teilbar sein müssen, was zu zeigen war.
Nachdem dieser Punkt festgestellt ist, wollen wir den in 3. be-
wiesenen Satz über die Spur S (CD) auf unser System (10' (11 • . • ~r -1,
(Jo, 61 •. • «1, -1 und auf den Fall anwenden, daß G) eine beliebige
durch q teilba;e Zahl ,.. ist. Da q ein Ideal ist, so sind auch die
r Produkte P; (10' "(11 •.• ", (lr-l durch q teilbar, und folglieh wird
p, (Jo = ho,o fo + Al, 0 ~1 + + h,.-I, 0 (Jr-lI
P()t = ho, 1 qo+ At, 1 ~l + + kr-t,! ()"~l (mod, p~
~ ;r~: · "~.r~~ ~o ., ~.;-·1 ~1"+·.', Är~l:r~l"I!~-·l
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Da ferner die übrigen 8 Produkte 1""0' ~ 6 1 • • • IL «1, -1 durch q p, also
durch p teilbar sind, 80 werden in ihrer Darstellung durch die
Zahlen (),(f alle Koeffizienten h; k _ 0 (mod, p), und hieraus folgt
nach dem in 3. bewiesenen Satze
S(p,) =ho,o + ht , 1 + ... +hr - 1, r - l (mod, p).
5. Wir nehmen jetzt, indem wir die bisherigen Voraussetzungen
und Bezeichnungen beibehalten, ferner an, daß ~ ein Primideal ist;
unsere frühere Annahme, daß l' und q relative Primideale sind, kommt
also darauf hinaus, daß p nicht durch lJ' teilbar ist. Dann gilt
der Satz, daß die Determinante
s «(Jo ~o),
R = 8 «(Jt (Jo1
8 (~o ()t)· •.




S (~"-1 (10)' 8 «(lr-l ~1)···S «(Jr-l f?,.-t)
nicht durch p teilbar ist. Wir bemerken zunächst, daß dieser Satz,
wenn er für ein bestimmtes System (Jo, (Jl •• • ()r-l bewiesen ist, auch
für jedes andere System ()~, ()~ ... (J~-1 gelten muß, welches dem
Ideal q angehört und nach p irreduktibel ist; man kann nämlich
q~ =aoso (10 + ... + Gr- 1, o (Jr-l} .
., · .~. · ... · · · . · .. · · · .. (mod. p)
()"-l = ao,r-l qo + ...+ ar-I, 1'-1 (1,.-1
setzen, WO die aus den KOeffizienten "" L' gebildete Determinante .A
nicht durch p teilbar ist, weil sonst (znfolge 1.) das System linker
Hand reduktibeI nach p wäre; .da ferner, wenn die Summations-
buchstaben ",,' die Werte 0, 1 · · · r - 1 durchlaufen,
~h {'i: =~ a"h G1',k ()1(J1' (mod. p),
S«()ia f}i:) =~ (J"hat',tS(fb (>L') (mod, p)
ist, so ergibt sich aus bekannten Determinanten-Sätzen, daß die aus
den Spuren S «(JA (Ji) gebildete Determinante P: == R AI (mod. p) ist,
woraus unsere obige Behauptung folgt. •
Wir konstruieren nun ein bestimmtes nach p irreduktibeles
System "0' (Jl··· qr-t auf folgende Weise. Da lJ ein in p auf-
gehendes Primideal ren Grades ist, 80 wählen wir, wie in der früheren
Abhandlung (G. § 4), eine ganze Funktion
(1) P(t) = t"+ (11,,.-1 + ... +t.Ir-l' + lJp
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vom Grade r, welche ganze rationale Koeffizienten 1, a l •• ·ar - I , a,.
hat und eine Primfunktion in bezug auf den Modul p ist; dann
hat die Kongruenz
(2) p (e.t) =0 (mod. p)
immer 'T inkongruente Wurzeln, und wir bezeichnen mit ~ eine be-
stimmte von ihnen (die übrigen sind dann aP, a}l2 ••• (J.'Pr -1); sind
ferner xo, Xl ••• zr-l ganze rationale Zahlen, so kann, wie damals
bewiesen ist, die Kongruenz
(3) XO+XIU+xSU'+· .. +Xr-lar-l=O (mod.p)
nur dann bestehen, wenn diese Zahlen sämtlich durch p teilbar sind.
Da ferner l', q relative Primideale sind, 80 kann man immer eine
Zahl (J so wählen, daß
(4) q =1 (mod, ll), ~ =0 (mod. q),
mithin
(5) ~s=~ (mod, p)
wird. Setzen wir nun
(6) '1o == (l, ()I = qet., ql = qa.i···Qr_l = ~a"-t,
80 sind diese r Zahlen in dem Ideal q enthalten, weil q in q ent-
halten ist, und da die Kongruenz
Xo~o + Xl f}t +.. ·+ Z,.-1 (Jr-l =0 (mod. p)
die obige Kongruenz (3) nach sich zieht, 80 bilden die Zahlen (lo,
ql · · · (),.-l ein nach p irrednktibles System in q,
Um für dieses System die Spuren S «()l ()t') und die zugehörige
Determinante R zn bilden, dividieren wir alle Potenzen 1, t, t'... mit
beliebig hohen Exponenten durch P (t), wodurch Gleichungen von
der Form
(7) t'" = c~m) + tArn> t + ..·+ c~~ 1 ".-1 +P(t)Q. (t)
entstehen., in. denen die Koeffizienten c~·) ganze rationale Zahlen be-
deuten; da Q. (t) ebenfalls eine ganze Funktion mit ganzen rationalen
Koeffizienten ist, 80 folgt .
(8) (Am =c~·) + t4M>" + ... + C~~l a r - 1 (mod. p)
und hieraus durch Multiplikation mit ~
(9) ~ alA =c~·) (10+~m) f}l +.. ·+ C~~l (»r-l (mod. p}
Ersetzt man hierin JA durch 111 + 1, m+ 2 · · · In + r - 1 und be-
denkt, daß (J"" eine in q enthaltene Zahl p, und daß ",~l = ~I".. +
== q'" + I (mod. p) ist, 80 folgt aus dem in 4. bewiesenen Satze
(10) 8(~"') == '- (mod. ,),
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wo zur Abkürzung
(11) Sm == c~m) + ~m +1) + ... + c~~~ r-1)
gesetzt ist. Da ferner (I..f}t' = ~Sl a" + ,,' =(>at + t' [mod, p), und folg-
lich auch
(12) S(q,,(,Jt') =S(qrJ}+t') =8,,+t' (mod, p)
ist, so ergibt sich die entsprechende Determinante
(13)
80' 8 1 •.. 8,.-1
R = 8 1 , 8 s···8r (mod. p).
8 r - I , 8r • • • 8 2r - 2
Um nun zu beweisen, daß diese aus den Zahlen 8m gebildete
Determinante E nicht durch 'P teilbar ist, wollen wir folgenden
Weg einschlagen. Bezeichnen wir mit ~ eine Wurzel der irreduk-
tibelen Gleichung ,-ten Grades
(2') P(i) = 0,
so ist ~ eine ganze Zahl, und der Inbegriff X aller durch ~ rational
darstellbaren Zahlen ist ein Körper r t eD Grades, in welchem wir die
Normen, Spuren und Diskriminanten resp, durch N', S' und LI' be-
zeichnen wollen. Aus den Gleichungen (7) folgt nun zunächst
(7') e'" = c~·) + c~·) ~ + ... + C~~1 r--1 ,
und da die Zahlen 1, ~, ~I ••• ~r-l eine Basis von X bilden, 80 ist
(zufolge § 1, (11»
(10') S' (~m) = c~fA)+ c~·+l) +... + c~~~,.-t) == 8m,
mithin (znfolge § 1, (16» die Determinante
E == L1'(1,~,~2 •. •Er-I)
oder (znfolge § 1, (10)) "("-1)
(14) E == (-l)-g-N'[P'(E)].
Da nun P' (t) und P{t) relative Primfunktionen nach dem .Modul 'P
sind (§ 3, Anmerkung), 80 gibt es bekanntlich (K. § 4) zwei Funk-
tionen cp(t), ",,(t), welche der Kongruenz
tp(t)P'(t) + tlt(t) P(t) = I (mod. p)
genügen, ans welcher
cp (~) r (E) =1 (mod. p)
folgt; mithin ist P' (f) relative Primzahl m p; dasselbe gilt folglich
(Z. § 174, 2. und 8.) von ihrer Norm, also (zufolga (14» auch Ton B
und (zufolge (13») von B, w. z. b. w.
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.............
= a,r-l + a1 (1,.-1 + + lJr-2« + G,.-l
== "r-I + Gt u.r - s + + lJr-s
fJr-2 =" + a1
fJ"-l = 1
Daß die aus den Zahlen Sm gebildete Determinante E nicht
durch p teilbar ist, kann man auch ohne Einführung des Körpers X
auf folgendem Wege beweisen. Zunächst sind aus den Definitionen
(1), (7), (11) die bekannten Formeln abzuleiten:
(15) 8m + ,. +aJ 8m + r - t + ... + a,.8m == 0
und, wenn k < r,
(16) Bk +atSk-t + .. 0 + ak80 == (r - k)ako
Drückt man nach (7) die einzelnen Glieder des durch P (t) teilbaren
Aggregates
P(t)vn == t",+r + attm+"-1 + 0 •• + artm
durch die niedrigsten Potenzen von t aus, so ergibt sich
(17) c~m + r) + G
t
c~m+"-1) + .00 + arcim) == 0,
wo h jede beliebige der Zahlen 0, 1, 2 0 0 0 (r - 1) ist; ersetzt man hierin
m durch (m + h) und summiert die so entstandenen Gleichungen für
alle Werte von h, so erhält man unter Berücksichtigung von (11)
die Gleichung (15). Ist ferner m < r, so folgt aus (7), daß
(18) ci-) = 1 oder == 0
ist, je nachdem m und h gleich oder verschieden sind *); ist nun k
eine bestimmte der Zahlen 0, 1, 2··· (r -1), 80 folgt aus (18) und
(17), daß die Summe
C~+h) + atc~+h-t)+ 000 + akc~) == ak oder === 0
ist, je nachdem
hsr-1-k oder h>r-.k
Ü!t; durch Summation aller dieser Gleichungen für die verschiedenen
Werte von h ergibt sich (16). Hierauf setzen wir




*) Hieraus und aus (17) folgt, daß das allgemeine Integral der Differenzea-
gleichung r ter Ordnung
y. + r +at Y..+r -1 + ···+ a,.1/.. = 0






apo _ P(a)-a,. = -arpr-l (mod. \l)
aßt - fJo- ar - l {Jr-l
..........
la{it>-2 = ß,.-s - as{j,.-trx,fJ"-l = {:J"-2 - at {Jr-t·
Setzen wir ferner
(21) '1- = BmPo+ 8""+1 PI + ... + 8m+r-l fJr-I'
80 folgt aus (15) und (20)
~"lm="l"'+1 (mod. ,p),
also
ithi 'Im="lo~'" (mod. ~),
DlI n
1Jo()(,m =8mtJo+ 8m +t {:Jl + ... + 8m+ ,.- 1/Jr- l (mod. lJ)·
Wäre nun die aus den Zahlen 8m gebildete Determinante E durch p
teilbar, 80 könnte man nach dem in 1. bewiesenen Satze r ganze
rationale Zahlen %0' %1 • •• Xr-l, die nicht 'alle durch 'P teilbar sind,
so wählen, daß
80 Xo+ 81 Xl + .. ··+ 8"-1 :l:r - l =0 }
8} Zo+ 81 Z t + ... + 8,. %,.-1 =0 (mod. p)
8r-:X~+ ~:l:l'+· ••+~r~~:l:~~l' • ~
wird; dann würde
'1o(XO+ Xl" + %1«1 +... + %,._1(1,.-1) =0 (mod.4»,
und da der zweite 'Faktor nicht durch l' teilbar ist, so wäre
'10 = 80ßo + 81Pt +.. ·+ 8r- 1 /Jr-l = 0 (mod. lJ);
allein es folgt aus (19) und (16), daß
'10 = P'(<<)
und folglich nicht durch lJ teilbar ist; mithin kann auch E, also
auch B nicht durch 'P teilbar sein, w. z. b. w.
§ 6.
Die eben gewonnenen Resultate sind mehr als ausreichend, um
auch den zweiten Teil unseres Satzes (§ 3) zu beweisen; derselbe
läßt sich in folgender Weise aussprechen: .
Geht 'P in der Grundzahl D des Körpers sa auf, 80 ist
11 in diesem Körper durch das Quadrat eines Primideals
teilbar.
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In der Tat, wenn wir wieder mit rot, W2 01 • • CDn eine Basis von 0
bezeichnen, so ist die Grundzahl
S (m1 Olt), Sero! ( 2) · · • S (wi Wn)
D == S (CDg 0.)1)' S (ro2m.) · - · S (CiJs co",)
8 «(On0)1)' S ((J)f& (02) · · · S (O)nCiJn)
und wenn dieselbe durch die Primzahl p teilbar ist, so gibt es
(zufnlge § 5, 1.) 11, ganze rationale Zahlen Xl' Zs-·· Zn, welche die
Kongruenzen
x18(m1 0)1) + x2S(mi Ol]) + + xn8(mfl w1) = 0 }
X1S(CDt G)2) + z2S(m.mt ) + + xnS(COnCiJ1) =0 ( d )
· mo.p
...... ., .
xt8(Glt o:J,,) + x.S(coiOJn) + 01 •• + xn8(mon CDn) = 0
befriedigen und nicht alle durch p teilbar sind; setzt man nun
,.., = x1mJ + Z20). + ~ ..+ Zn(i)",
80 ist ", nicht teilbar durch p, und die vorstehenden Kongruenzen
sind identisch mit den folgenden:
S(p,tiJt ) =0, S(p,m.) = 0·· ·S(p,mn) =0 (mod. p);
bezeichnet man mit 11,1' 11,1··· An beliebige ganze rationale Zahlen und
setzt
GJ == At Oll + h.f.02 +... + hnmn ,
BO ist m eine willkürliche Zahl in 0, und die vorstehenden Kon-
gruenzen lassen sich zusammenfassen in die folgende
S(p,m) =0 (mod. p);
bedeutet al ebenfalls eine willkürliche Zahl in 0, 80 folgt hieraus
auch
8 (" m+ pm') = 0 (mod. p).
Der Inbegriff n aller Zahlen 11 von der Form p,CD + pm' ist der größte
gemeinschaftliche Teiler der beiden Hanptideale 0 p" 0 p, also ein Teiler
Ton op, und zwar ein echter (d, h. verschieden von op), weil", nicht
durch p teilbar ist, und alle in diesem Ideal n enthaltenen Zahlen l'
genügen der Bedingung
8(11) =0 (mod. p).
Umgekehrt würde sich leicht zeigen lassen, daß hieraus die Teilbar-
keit von D durch p folgt.
Nehmen wir nun an, unser Satz sei unrichtig, d, h. 0'1' sei ein
Primideal oder ein Produkt von lauter verschiedenen Primidealen,
DedektDd, G....meUe Werke, I. 24
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so muß es unter denselben wenigstens ein solches lJ geben, welches
in dem Ideal n nicht aufgeht, weil sonst n durch op teilbar wäre.
Setzt man dann 0 p == .p q, so muß q durch n teilbar, d. h. jede in q
enthaltene Zahl 1 muß auch in n enthalten sein, und folglich sind
auch alle Spuren S'(I) durch p teilbar. Dies steht aber im Widersproch
mit dem letzten Satze des vorigen Paragraphen; da nämlich nach
unserer Annahme 0 p nicht durch .pi, also q nicht durch p teilbar ist,
BO kann man (zufolge § 5, 5.) r Zahlen (Jo, (JI • •• (/r-l aus q so aus..
wählen, daß die aus den Spuren S «()t Pt') gebildete Determinante R
nicht durch p teilbar ist; da aber die Produkte Qt~t' ebenfalls in q
enthaltene Zahlen A sind, deren Spuren folglich durch p teilbar sind,
80 müßte auch R durch p teilbar sein. Ans diesem Widerspruche
folgt, daß unsere Annahme, op sei durch kein Primideal-Quadrat
teilbar, unzulässig ist, und hiermit ist unser Satz bewiesen -
Dieser Satz ist an sich von großem Interesse, und er gestattet
zahlreiche wichtige Anwendungen; allein er gibt doch nur ein sehr
unvollständiges Bild von der wirklichen Konstitution der Grundzahl D,
die wir im folgenden viel genauer erforschen wollen; dabei wird sich
von selbst ein nener.. von dem vorstehenden durchaus verschiedener
Beweis des genannten Satzes ergeben.
§ 7.
Wir beginnen unsere neue Untersuchung mit einigen Betrachtungen,
welche der allgemeinen Theorie der Moduln angehören (Z. § 165).
Sind Q, b zwei beliebige Moduln, deren Zahlen wir resp. mit a, fJ be-
zeichnen wollen, 80 besteht ihr größter gemeinschaftlicher
Te i 1erb ans allen in der Form «+ fJ darstellbaren Zahlen, und
ihr kl eins te s ge m e i n s chaftl i eh es Vi elf ach es m ist der In-
begriff aller in Q und b gleichzeitig enthaltenen Zahlen a = fJ; diese
beiden aus 4 und b abgeleiteten Moduln b und m werden wir in der
Folge zur Abkünnng resp, mit Q +b = &+ a und a - b = b - 4
bezeichnen *). Ist '1 eine bestimmte Zahl, 80 bedeutet Q '1 oder 11 a
den ans allen Produkten 1J a bestehenden Modul, und allgemein wird
*) Von derselben Bezeichnung habe ich in Ermangel11Dg einer besseren auch
früher schon Gebrauch gemacht in der Festschrift: fiber die Ansahl der Ideal-
klasseu in deu verschiedenen OrdDua,en ein•• endlichen Körpers
(Bra1lDlChweig, 1877).
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unter dem Produkt ab der Modul verstanden, dessen Zahlen die
Produkte aß oder Summen von solchen Produkten sind. Der Quotient
~ oder b: a
II
soll den Inbegriff e aller derjenigen Zahlen fJ bedeuten, für welche
a 11 durch b teilbar wird; sind 1]', "1" solche Zahlen, so sind alle Pro-
dukte Ct1/', et'IJ" in b enthalten, und da b ein Modul ist, so sind auch
alle Produkte a(IJ'+ '1}") in b enthalten, d, h. die beiden Moduln
a( 'YJ' +"l') sind ebenfalls teilbar durch b; mithin gehören die beiden
Zahlen (Tl + '1]") dem System e an, welches folglich auch ein Modul
ist. Offenbar ist das Produkt c e durch b teilbar; und wenn ac
durch b teilbar ist, so ist der Modul c durch den Quotient e teilbar.
Unter der Ordnung 0.0 des Moduls 0. verstehen wir den Quotient
0.0 === ~.
a '
es leuchtet unmittelbar ein, erstens daß die Zahlen einer solchen
Ordnung sich auch durch Multiplikation reproduzieren, und zweitens
daß unter ihnen. sich auch alle ganzen rationalen Zahlen befinden,
daß also der Modul [1] durch aO teilbar ist; ans dieser letzteren
Eigenschaft folgt, daß Q durch a aO teilbar ist, und da umgekehrt
znfolge der Definition des Quotienten auch Q QO durch Q teilbar ist,
so ergibt sich der Satz
(1) a aO == c,
Die angeführten beiden Eigenschaften von aO sind c h ara k te -
r ist i Beh für jede Ordnung: ist n ein Modul, dessen Zahlen sich
auch durch Multiplikation reproduzieren, und ist der Modul [1] teil-
bar durch n, so ist n gewiß eine Ordnung, nämlich die von n selbst,
d. h, es ist
(2) n° = ~ ~ n;
n
die erste Eigenschaft besagt nämlich, daß nS. durch n, mithin n durch
den Quotient n° teilbar ist, und da zufolge der zweiten Eigenschaft
n° durch nn", also zufolge (1) durch n teilbar ist, so ist n = nO..
Zugleich folgt aus (1), wenn a = n gesetzt wird,
(3) n' = n.
Diese allgemeinen Betrachtungen wenden wir auf folgenden spe-




ball, b"21· · · b«;1.
Hiervon überzeugt man sich leicht; da nämlich jeder der Mo-
duln (6) durch Q b teilbar ist, BO gilt dasselbe von ihrem größten
gemeinschaftlichen Teiler C; da ferner jedes Produkt aß von der
Form ß~ Xl at , also eine Summe von n Zahlen (fJ x,)a, ist, deren
jede einem der n Moduln (6) angehört, so ist aß in centhalten,
also a & teilbar durch c, mithin Cl &= c, Da endlich eine Zahl 1]
stets und nur dann dem Quotienten &: tl angehört, wenn die n Pro-
dukte 1]a, in b, und folglich 1] in jedem der Moduln (7) enthalten
ist, so ist dieser Quotient das kleinste gemeinschaftliche Vielfache
der Moduln (7), w. z. b. w.
Nachdem unsere obige Behauptung über die aus ß, &abgeleiteten
Moduln (4) hiermit gerechtfertigt ist, wollen wir zur Abkürzung fest-
setzen, daß unter einem Modul schlechthin und ebenso unter einer
Ordnung immer nur ein solcher endlicher Modul verstanden werd~
soll, dessen Basis zugleich eine Basis des Körpers a, bildet; nur
(6)
und der Quotient b: a
der Moduln
(7)
Q + b== [al' 0:, •• " t%,a, ßl' 131··· "n],
und nach einem bekannten Satze (z. § 165, S.490) kann diese aus
2ft Zahlen a:t , {J, bestehende Basis auf eine irreduktibele, aus n Zahlen
bestehende reduziert werden. Da ferner jede Zahl des Körpers $2"
also auch jede Zahl in b durch Multiplikation mit einem von Null
verschiedenen rationalen Faktor in eine Zahl des Moduls a verwandelt
werden kann, so besitzt nach einem anderen Satze (Z. § 165, S.486)
auch Q - b eine aus n Zahlen bestehende, irreduktibele Basis. Für
das Produkt und den Quotienten kann man dasselbe in ähnlicher
Weise direkt dartun, aber wir ziehen es vor, diese Fälle auf die
beiden vorigen durch folgenden Satz zurückzuführen:
Das Produkt ab ist der größte gemeinschaftliche Teiler der Moduln
baI' bal*··b~,
ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache
und Q, b seien zwei endliche Moduln, deren Basen zugleich
Basen von ~ sind; man überzeugt sich dann leicht, daß die Moduln
b 0
Q + b, a - b, Q &, -- , Q
Q
von derselben Beschaffenheit sind" Ist nämlich
(5) tl = [al' a l"" "an], b == [Pt' 132··· [J,a,
SO folgt
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solche Moduln a, b .. ... werden im weiteren Verlaufe unserer Unter-
suchung auftreten. In diesem Sinne gilt zunächst folgender Satz:
Ist b teilbar durch Q, so besteht der Quotient b: Q aus lauter
ganzen Zahlen, d. h. er ist teilbar durch o,
Denn wenn 1J eine beliebige Zahl dieses Quotienten bedeutet, so
sind die Produkte '1 (Xl' '1 lX2 ..... '1an in b, also auch in a enthalten,
also von der Form :s Xt(lt, wo XJ , XI· -. Zn ganze rationale Zahlen
sind, und hieraus folgt der Satz bekanntlich durch Elimination von
a1 , "j.. "tXn-
Hieraus folgt von selbst, daß auch jede Ordnung aO oder n durch
die Ordnung 0 teilbar ist; da ferner die Zahl 1 in n enthalten ist,
BO leuchtet ein, daß
(8) no == 0
ist. Aus der Teilbarkeit von n durch 0 folgt durch abermalige An-
wendung desselben Satzes, daß der Quotient
(9) nf=-,
o
welchen wir (wie in § 3 der oben zitierten Festschrift) den Führer
der Ordnung n nennen wollen, ebenfalls durch 0 teilbar ist. Da die
Zahl! in 0 enthalten, mithin l durch foteilbar ist, 80 folgt aus (9), daß
f durch n teilbar ist; da ferner 01 == 0, also das Produkt (fo) 0 == 10
teilbar durch n ist, so muß zufolge (9) auch der erste Faktor f 0 durch
den Quotienten r teilbar sein, mithin ist
(10) fo == ~
d. h, der Führer f ist stets ein I d e al *), und es leuchtet ein, daß
jedes durch die Ordnung n teilbare Ideal a auch durch f teilbar
ist, weil das Produkt 0 Cl == Cl, also durch n teilbar ist. Offenbar ist
o selbst der Führer der Ordnung o.
§ 8.
Ein anderes wichtiges Hilfsmittel für die genaue Untersuchung
der Grundzahl D gewinnen wir durch die folgenden Betrachtungen.
*} Die erforderliche und hinreichende Bedingung, welche ein Ideal f erfüllen
mul, um Führer einer Ordnung n sein S1l können, besteht darin, da.8, wenn p irgend
ein in ! aufgehendes Primideal ersten Grades, und r = p q ist, jede durch das
Ideal q teilbare rationale Zahl auch durch f teilbar ist; unter dieser Voraus-
B~g bildet das System aller derjenigen Zahlen, welche in bezug auf f mit
rationalen Zahlen kongruent sind, jedeDfalls eine Ordnung n, deren Führer f ist.
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A==(1)
1. Bilden die ganzen oder gebrochenen Zahlen a 1 , "2 • • • (;(n, deren
Komplex wir im folgenden kurz durch «a,)) bezeichnen wollen, eine
Basis des Körpers .Q, so ist bekanntlich ihre Diskriminante A von
Null verschieden (Z. § 164, S.477); da nun [zufolge § 1, (16)) diese
Diskriminante
S (anat) · •· S (anetn)
ist, so gibt es ein und nur ein System «a:)) von n Zahlen G(;, a; · · .~,
welche den n Gleichungen
(2) a,. = ::8 s(ar el t ) a:
genügen; diese 12, Zahlen gehören offenbar demselben Körper a an
und bilden ebenfalls eine Basis von .Q, die wir das Komplement
der Basis «at)) nennen wollen. Bei dieser Ausdrucksweise ist wohl
darauf zu achten, daß jeder bestimmten Zahl a; der ersten Basis «al)
. eine bestimmte Zahl r4 der komplementären Basis «a:» korrespondiert.
2. Ist Ci) eine beliebige Zahl des Körpers a, so sind die n Spuren
8(G)(J,t) zugleich die Koordinaten von fiJ in bezug auf die Basis «a:»,
d. h. es ist
(8) m = ::8 S(mat)a~.
Da nämlich «~t» eine Basis von a ist, 80 kann m in die Form
::8 X.(tl gesetzt werden, wo die Koeffizienten z, rationale Zahlen sind,
und offenbar folgt aus (2) unmittelbar die allgemeinere Gleichung (3).
3. Bezeichnet man durch das Symbol (r,8) den Wert 1 oder 0,
je nachdem die der Reihe 1, 2··.,." angehörenden Indizes r.« gleich
oder ungleich sind, 80 ist stets
(4) S (ara~) == (r,8).
Dies ergibt sich unmittelbar aus (3), wenn man (i) = a~ setzt.
4.. Umgekehrt, wenn zwei Systeme«at» und «(j,) den 11,' Relationen
(5) S(a,.fJ,) == (r,8)
genügen, so bilden sie zwei Basen des Körpers, von denen jede das
Komplement der anderen ist.
Denn znfolge (5) ist die ans den Spuren 8 (a,.p,) gebildete De-
terminante = 1, also von Null verschieden, woraus (nach § 1, (16»)
folgt, daß die Systeme «at)) und (ßt)) Basen des Körpers sind, weil
ihre Diskriminanten nicht verschwinden. Mithin besitzt «Cl.» eine
komplementäre Basis «tl:»), und da aus (3) und (5)
ß.= ~ 8(ß.a.)«; = ::8(8,1)«; = a;
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folgt, so ist «ct;)) identisch mit «{ja)). Da ferner die Relationen (5)
durchaus symmetrisch in bezug auf beide Systeme sind, so ist ebenso
«al)) das Komplement von ({Ja)). Es ergibt sich daher auch der Satz:
5. Ist «a:)) das Komplement der Basis «at)), so ist «aL)) das-
jenige von «a:)). Es gehören daher immer zwei Basen zu einem
Paar k om p l em e n t ä re r Basen zusammen, und folglich gilt für
jede Zahl co auch die Gleichung
(6). CD == ~ S(roa:)ap
6. Wenn zwei Systeme «a,)), «Pt)) die Eigenschaft haben, daß
für je d e Zahl m die Gleichung
(7) m == ~S(wa,)ß,
gilt, so bilden sie ein Paar komplementärer Basen.
Denn daraus, daß jede Zahl fiJ des Körpers in der vorstehenden
Form (7) darstellbar ist, folgt zunächst, daß das System «{j,) eine
Basis von &l, ist; und wenn man m = {J. setzt, 80 folgen hieraus
ferner die Relationen (5). .
7. Bezeichnen wir immer mit (a:)) das Komplement der Basis
«a,)), 80 ist
(8) ~ "ta: == 1.
- ,(r) ~'A
- «tR ,.Li.,
Denn wenn man m in (3) durch ma~ ersetzt, 80 erhält man
roa~ == ~ S(ma:a;)a~;
hieraus folgt (nach § 1, (11))
S (rD) = ~ S (mCl, a:) :=: S (m~ at a:),
woraus unser Satz sich ergibt (zufolge § 1, .(17) und (18)). .
8. Der Koeffizient, welchen das Element a:> in der Determinante
~±a~t)a~2) .•• ~) := VA(9)
hat, ist
(10)
und folglich ist auch
(11) ~a~r)a:(') = (r,8).
In diesem Satze, welcher ohne weiteres ans (4) und bekannten
Deterininantensäizen folgt, ist der vorige Satz als spezieller Fall
enthalten.
9. Ist '1 Ton Null verschieden, 80 sind : die Basen «11 at») und
«'1- 1 u:)) komplementär.
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Dies folgt sofort aus den obigen Sätzen 3. und 4., oder auch
aus Gleichung (3), wenn man m durch co '1} ersetzt, durch 1'] dividiert,
und den Satz 6. zuzieht.
10. Sind zwei Basen «aL))' «fJt)) durch die n Gleichungen
(12) ~ = ":S er,L.fJL
mit rationalen Koeffizienten C,.,8 verbunden, so gelten für ihre Kom-
plemente «aa), «ß:») die n Gleichungen
(13) ß~ == ":S cl,,IX:.
Denn zufolge (12) und (6) ist er,. = S(arfJ~), und hieraus folgt
(13) vermöge (3).
11. Die Potenzen 1, (J, (J9 ••• 8n - 1 bilden bekanntlich eine Basis
des Körpers, wenn die zugehörige Gleichung nten Grades
(14:) F(8) = 0
irreduktibel ist, d, h, wenn die Zahl
1 5) 8* = F'«(J)
von Null verschieden ist (§ 1); unter dieser Voraussetzung stellen
wir uns die Aufgabe, die komplementäre Basis zu finden.
Jede Zahl G) des Körpers läßt sich in der Form m = tJ1(f)) dar-
stellen, wo .,p(t) eine ganze Funktion bedeutet, deren Grad <n ist, und
deren Koeffizienten rationale Zahlen sind; dann ist bekanntlich
_ fI/{8(l» F(t) 1/1 (8(fI») F(t)
1/1(') - F'«(JU>)",-O(l> + ... + F'(O(ft>>"'-(J<ft);
setzt man nun die ganze Funktion (1'1, -1)ten Grades
F(t)
(16) '-8 = 'lo+7Jt'+'1J.t'+···+'1Jfl-t t- - t = ~'l.'"




Hieraus ergibt sich nach dem Satze 6., daß die Systeme
(17) ((:~)) und «0.»
komplementär sind. Setzt man (wie in § 1, (1»
(18) :1'(') = ,. + ~"-1 +... + '-1'+ Ga,
- 377
80 ergeben sich für die durch (16) definierten Zahlen '1. folgende
Ausdrücke (vgl. § 5, (19»):
'10 = (Jn-l + at (jn-2 + + an- 21J + a"-l
'1J1 = (Jn-2 + GI (jn-3 + + an - 2
(19)
'1n-2 = 8 + a1
"/.-1 = 1..
§ 9.
Wir verbinden nun die in den beiden vorhergehenden Paragraphen
gewonnenen Resultate miteinander, wobei, wie wir nochmals bemerken,
unter einem Modul stets ein solcher endlicher Modul zu verstehen
ist, dessen Basis zugleich eine Basis des Körpers .Q bildet.
1. Die beiden Systeme «(al») und «fJt)) bilden bekanntlich stets
und nur dann Basen eines und desselben Moduls u, wenn sie durch n
Gleichungen von der Form
a;r == ~ er, I fJt
miteinander verbunden sind, wo die Koeffizienten er" ganze rationale
Zahlen bedeuten, deren Determinante
~ + Cl, 1 CI, I • .. • Cn,ft = + 1
ist (Z. § 165, S.489). Da nun (nach § 8, (13)) die zugehörigen kom-
plementären Basen «(a~) und «P~) durch die Gleichungen
{j~ == ~ cL, , tX;
miteinander verbunden Bind, so bilden sie ebenfalls Basen eines und
desselben Moduls, welcher mithin durch den Modul L1 allein schon
vollständig bestimmt und von der Wahl der Basis «a.)) oder {(/J&)
gänzlich unabhängig ist; dieser Modul soll das Komplement Ton Cl
heißen und immer mit u' bezeichnet werden. Da ferner (nach § 8, 5.)
umgekehrt «Gel») die"komplementäre Basis von «li:») ist, 80 ergibt sich,
daß der Modul a das Komplement des Moduls c' ist, was wir durch
die Gleichung
(1) (a'Y = Q
ausdriicken.
2. Ist II teilbar durch b, 80 ist b' teilbar durch 11', und zugleich
ist (&, Cl) = (a', b')..
Denn die Basen «CII) und «{Ja») der beiden Moduln Q und &
Bind durch 2 f'I, Gleichungen von der Form
tXr = ~C";I fJ", fJ; = ~c&, • .x:
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verbunden, wo die Koeffizienten er, 8 ganze rationale Zahlen sind, und
der absolute Wert der aus ihnen gebildeten Determinante ist nach
einem bekannten Satze (Z. § 165, S.493) sowohl == (b, c) als == (c', b'),
3. Sind Q, b zwei beliebige Moduln, 80 ist
(2) (a + b)' == u' - b'; (a - ur = c' + b',
Da nämlich a und b durch a + b teilbar sind, so ist (nach 2.)
umgekehrt (a + b)' durch B' und b', also auch durch u' - b' teilbar.
Umgekehrt, da c' - b' durch a' und b' teilbar ist, so sind (nach 2.)
die Moduln a und b, also auch a + b durch (c' - b')' teilbar, woraus
wieder (nach 2. und (1») folgt, daß a' - b' durch (a + b)' teilbar ist.
Aus dieser gegenseitigen Teilbarkeit der heiden Moduln (a + b)' und
Q' - b' folgt aber ihre Identität; der zweite Satz (2) ist identisch
mit diesem ersten, wie man leicht erkennt, wenn man u, b resp, durch
Q', b' ersetzt und den Satz (1) zuzieht.
4. Sind a, b zwei beliebige Moduln, so ist
(3) (0,0) = (a',b').
Denn nach allgemeinen Sätzen (Z. § 165, S.484) ist
(&,a) = (a + &,0); (a',b') = (a',tt' - b'],
und da Q teilbar durch Q + b ist, so folgt aus den Sätzen 2. und 3., daß
. (tl + b,e) = (c', (0 + b)') = (n', c' - b')
ist, w. z. b, w.
5. Ist 'I eine von Null verschiedene Zahl des Körpers ~, so ist
(4) (0"l)' = u' '1-1•
Dies folgt ohne weiteres aus dem Satze 9. in § 8.
6. Mit Zuziehung der komplementären Moduln lassen sich die
beiden Operationen der Multiplikation und Division der Moduln auf-
einander zurückführen:
b' a' (b')' (B')'(5) (ab)' = - == -; ab = - = - .
Q b Q b
Da nämlich, wenn «at)) eine Basis von Q bedeutet, das Pro...
dukt ab (zufolge § 7, (6») der größte gemeinschaftliche Teiler der
Moduln
b"1, bt; · · .. ban
ist, 80 folgt (aus 3..), daß das Komplement (ab)' das kleinste gemein-
schaftliche Vielfache der Komplemente
(b~)', (& cel )' · .... (b«,.)'
ist; da diese letzteren (znfolge 5.) mit
b'~11, lJ' «;1 ... b'.;1
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identisch sind, so folgt (nach § 7, (7)), daß (a: &)' zugleich der
Quotient b': Q ist. Hiermit ist unser Satz vollständig bewiesen; es
wird aber dem Leser vielleicht willkommen sein, wenn wir noch den
folgenden, auf Rechnung gegründeten Beweis hinzufügen.
Ist «ßt» eine Basis von b, 80 bilden die n l Produkte a; {J, eine
Basis des Produktes ab, welche sich nach allgemeinen Sätzen (Z. § 165)
auf eine irreduktibele Basis «"t» zurückführen läßt; es gelten dann
n'J Gleichungen von der Form
(6) a,ß. = :2 P:""It
und umgekehrt n Gleichungen von der Form
( 7) 11m = :2 q;,/' a, Pt' ,
wo alle Koeffizienten p~ 8 und q~' ganze rationale Zahlen sind; sub-
stituiert man in (7) für die Produkte a, ßt' ihre Ausdrücke gemäß (6),
80 folgt aus der Irreduktibilität der Basis «1't», daß die Summe
(8) ~ I t' t, I' (1.)~ pi" qm === rll,m,
d. h. = 1 oder = 0 ist, je nachdem h;m gleich oder ungleich sind.
Da nun zwischen den Basen «urtJt» und «f'») der Moduln bt4 und
Qb diejenigen n linearen Relationen (6) stattfinden, in denen reinen
und denselben Wert behauptet, so folgen (nach den Sätzen 9. und 10.
in § 8) durch den Übergang zn den Komplementen brri;! und (ab)'
die Gleichungen *)
(9) "rY;" ==:s P~'ß:;
mithin ist das Produkt a(ab)' teilbar durch b', also (a:br teilbar
durch den Quotient b': Q. Umgekehrt, wenn fJ eine beliebige Zahl
dieses Quotienten bedeutet, also a 11 durch b' teilbar ist, so gelten
1& Gleichungen von der Form
(10) "1t4- =:2cr,ttJ:,
wo die Koeffizienten t:/" ebenfalls ganze rationale Zahlen sind; setzt
man ferner
(11) em = S (f/'Yrn), also '1 = ~ e, ,,:,
80 folgt mit Rücksicht auf (9) die Gleichung
YJ t4 == :2 e,tIr r: = :2 e,'P~t" {J:';
vergleicht man dies mit (10), 80 folgt
er,'= :s eIP~";
------
*) Dies ergibt sich Doch einfacher durch die Bemerkuc, dd p~•
= 8 (-,,/l,r;.J ist.
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multipliziert man jetzt mit q~' und summiert über alle Werte von
r.e, 80 ergibt sich mit Rücksicht auf (8)
e - ~ttJt'qf.,(·.
",-..::::::a m,
mithin sind die Zahlen em ebenfalls ganze Zahlen, woraus nach (11)
folgt, daß '1J in (Q br enthalten ist. Also ist der Quotient b': a teilbar
durch (ab)', und aus dieser gegenseitigen Teilbarkeit beider Moduln
folgt ihre Identität, w. z. b, w.
7.. Je zwei komplementäre Moduln a, B' haben dieselbe Ordnung.
Denn setzt man in dem vorigen Satze & = u', also b' = Q,
80 folgt
(12) (aa')' = aO = (a')o.
8. Ist 0 eine ganze Zahl, und zwar Wurzel einer irrednk-
tibelen Gleichung n ten Grades F (0) = 0, also 8* = F' (8) von Null
verschieden, 80 ist der Modul
(13) n === [1, 8, 82..... 8n -1]
offenbar eine Ordnung, und solche Ordnungen wollen wir reguläre
Ordnungen nennen. Durch den Übergang zum Komplement erhält man
8*n' === ['10' '11 · .'. '1n - 1]'
wo die Zahlen '10'1Jl •••'In-1 durch die Gleichungen (19) in § 8
definiert sind; da nun in unserem Falle, wo 0 eine ganze Zahl ist,
die Koeffizienten 1, a l , as·· .. an der FunktionF (t) ganze rationale
Zahlen sind, 80 bilden offenbar die Zahlen "Jo, "11 • • • 'ln _ 1 ebenfalls
eine Basis Ton n, und folglich ist
(14) (J*n' === n,
Hieraus folgt durch Multiplikation mit 0 nach dem Satze (8) in § 7
0*on' == 0,
und hieraus (nach dem obigen Satze 5.)
(0 n')' === 8* 0'.
Bezeichnen wir nun wieder mit f den Führer der Ordnung n (§ 7, (9»,
80 ist (nach dem obigen Satze 6.)
n
t == - = (o'n'Y,
mithin 0
(15) r = (}*0'.
Bedeutet ferner k wieder den Index der Zahl 8 (§ 2), 80 ist nach
(14), (15) und früheren Sätzen
11: = (o,n) = (n',o') = (8*n', 0*0) = (n,f),
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und da r durch n, ferner n durch 0 teilbar ist, 80 folgt
(0, f) == (0, n) (n, !),
mithin
(16) N (I) == v.
Da endlich jede Zahl in 0 durch Multiplikation mit k in eine Zahl
der Ordnung n verwandelt wird (Z. § 165, S.485), so ist das Haupt-
ideal 0 k durch n, folglich auch durch den Führer r teilbar (§ 7);
mithin gibt es ein und nur ein Ideal '1' welches der Bedingung
(17) 0 l = tll
genügt, und hieraus folgt
(18) N (lI) == /(n- '.
§ 10.
Bezeichnen wir mit «(mt)) eine Basis von 0, mit «GJ~) die ent-
sprechende Basis des Komplements 0': 80 gelten die n Gleichungen
(1) (Or == ~ S (lDr CDL) 0:,
und da die Spuren der ganzen Zahlen G)r 0), auch ganze Zahlen sind,
80 ist 0 teilbar durch 0'; da ferner die Grnndzahl
8 (C01 (/)1) • • • S (CD1 Ol.n)(2) D == .
S (snCi1t ) • • • S (ron CiJn)
ist, so folgt (Z. § 165, S. 493), daß ihr absoluter Wert
(3) (D) ~ (0',0)
ist, und zugleich leuchtet ein, daß der Modul Do' teilbar durch 0
ist. Das Komplement 0' hat (nach § 9, 7.) dieselbe Ordnung 0, wie
o selbst; mithin ist 00' = 0', also auch 0 (Do') = Do', und folglich
ist der Modul Do' ein Ideal. Da ferner, wie schon oben bemerkt,
o durch 0' teilbar ist, so ist das Hauptideal D» auch teilbar durch
das Ideal Do', und folglich gibt es ein und nur ein Ideal b, welches
der Bedingung
(4) Do == b(Do'), 0 = bo'
genügt; dieses Ideal b wollen wir das Grundideal des Körpers ~
nennen. Aus (3) und einem bekannten Satze der Idealtheorie
(Z. § 173, 7.) folgt nun
(D) = (Do',Do) = (Do', bDo') = (o,b),
also erhalten wir den Fundamentalsatz:
(5) N (b) = (D)
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die Grundzahl eines Körpers ist, absolut genommen, immer
die Norm seines Grundideals.
Betrachten wir nun die aus den konjugierten Zahlen CJ.)~8) ge-
bildete Determinante
(6) ~+ fD\l)m~) ••• 01<:> = VD,
80 ist m~VD (nach § 8, 8.) der Koeffizient des Elements W r , mithin
eine ganze Zahl, weil alle diese Koeffizienten durch Addition, Sub-
traktion und Multiplikation aus den Elementen CO~8) gebildet werden,
welche in unserem Falle ganze algebraische Zahlen sind. Hieraus
folgt weiter, daß alle Produkte Dm~m; aus zwei solchen Zahlen,
GJ~VD und m;VD ebenfalls ganze Zahlen, mithin in 0 enthalten
sind; diese Produkte bilden aber eine (reduktibele) Basis des Moduls
(7) D 0' 0' == b1,
welcher mithin teilbar durch 0 ist. Da ferner, wie schon bemerkt,
00' = 0' ist, 80 folgt ob} = b1 , mithin ist bt ein Ideal. Multi-
pliziert man nun die Gleichung (4) mit 0', so folgt
(8) Do' == bbt ,
also auch
(9) Do = b9br
Die Grundzahl D ist daher stets teilbar durch das Quadrat
des Grundideals b, und zugleich ist
(10) N (bI) = (D)n-s.
Nachdem durch den Satz (5) die Bestimmung der Grundzahl
eines Körpers auf diejenige seines Grundideals zurückgeführt ist
leuchtet ein, wie wichtig es ist, die Konstitution des letzteren, d. h,
seine Zusammensetzung aus Primidealen genau zu erforschen. Für
diese Untersuchung, welche in den folgenden Paragraphen ausgeführt
werden soll, ist die Betrachtung der regulären Ordnungen er-
forderlich, und hierzu geben auch die am Schlusse des vorhergehenden
Paragraphen gewonnenen Resultate die natürlichste Veranlassuug.
In der Tat, wenn man dieselben Bezeichnungen beibehält Und die
dortige Gleichung (15) mit b multipliziert, 80 ergibt sich mit Rück-
sicht auf die obige Gleichung (4) der wichtige Satz:
(11) 0 8* = bf~
Nimmt man die Norm, so erhält man von neuem das schon (sus
§ 2, (4» bekannte Resultat
(12) N(8*) = +D~,
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wo Tc wieder den Index der Zahl (j bedeutet; da ferner ok == trt
ist, 80 folgt mit Rücksicht auf (9)
oN (8*) == bi bt P f~ ,
also zufolge (11)
(13) 0 N (0*) == 0*0* · '01 f~,
mithin ist N (0*) stets durch das Quadrat von (}* teilbar, ein Satz,
der auch unmittelbar aus der Definition von (J* leicht abzuleiten ist.
Aber diese letzten Bemerkungen sind nur von sehr untergeord-
neter Bedeutung im Vergleich mit dem äußerst wichtigen Satze, welcher
in der Gleichung (11) enthalten ist. Das Grundideal b ist demnach
ein fester gemeinschaftlicher Teiler aller Zahlen 0*, die allen ganzen
Zahlen (J entsprechen, während der andere Faktor f von fJ abhängig,
nämlich der Führer der durch 8 erzeugten regulären Ordnung n ist;
wenn zwei Zahlen () dieselbe Ordnung n erzeugen, 80 werden folglich
die ihnen entsprechenden beiden Zahlen ()* assoziiert, d. h. ihr Quotient
wird eine Einheit sein. Wenn 0 selbst eine reguläre Ordnung ist,
wie es z, B. bei jedem quadratischen Körper und auch bei jedem
Körper geschieht, der ans einer Gleichung von der Form (Jm = 1
entspringt, so reicht der genannte Satz allein schon aus, um die Kon-
stitution des Grundideals b und der Grundzahl D zu bestimmen,
weil dann 0 0* === b wird. Aber diese Fälle bilden doch nur Aus-
nahmen unter der unendlichen Mannigfaltigkeit der Körper, und es
bedarf daher, um zu unserem Ziele zn gelangen, einer genauen Unter-
BUchung der regulären Ordnungen. Während wir in der früheren
Abhandlung (G. § 5) nachgewiesen haben, daß es Körper gibt, in
welchen die Indizes Tc aller Zahlen (J durch eine und dieselbe Prim-
zahl p teilbar sind, 80 werden wir jetzt zeigen, daß die Führer f
der entsprechenden regulären Ordnungen n niemals alle durch ein
und dasselbe Primideal .p teilbar sind, woraus nach (11) folgt, daß
das Grundideal b der größte gemeinschaftliche Teiler aller Haupt-
ideale Ton der Form 08* ist.
§ 11.
Um diesen Nachweis zn liefern, benutzen wir die Theorie der
höheren Kongruenzen, und um keine Lücken zu lassen, schicken wir,
auf die Gefahr hin Bekanntes zu wiederholen, einige Bemerkungen
über den Zusammenhang zwischen Zahlenkongruenzen und Fnnktionen-
kongruenzen voraU8, bei denen es sieh immer nur um ganze Funktionen
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einer Variablen t handelt, deren Koeffizienten ganze rationale
Zahlen sind..
Es sei .p ein bestimmtes Primideal im Körper .Q" und p die
durch .p teilbare positive rationale Primzahl. Wenn nun 0 irgend
eine ganze Zahl des Körpers, und F (t) wieder die zugehörige Funktion
nt en Grades bedeutet (§ 1), BO kann man die letztere in bezug auf
den Modul p in Primfunktionen P (t) zerlegen, deren höchste Koeffi-
zienten wir immer = 1 annehmen (K. § 6); aus dieser Zerlegung
(1) F (t) _ 11P (t) (mod. p)
folgt, weil F (8) == 0 ist, die Zahlenkongruenz
(2) 11P(8) =0 (mod.p),
mithin muß einer der Faktoren, den wir mit P (fJ) bezeichnen wollen,
durch das in p aufgehende Primideal .p teilbar sein, also
(3) P(O) =0 (mod. lJ).
Da eine beliebige Funktion t/J (t) entweder durch P (t) teilbar oder
relative Primfunktion zu P(t) ist (mod. p), und da im letzteren Falle
eine Kongmenz von der Form
(4) 1I1(t) 1/11 (t) + P(t) 1P2(t) =1 (mod. p)
stattfindet (K. § 4~ so leuchtet ein, daß die Zahlenkongrnenz
(5) 1/1 (8) =0 (mod. lJ)
durchaus gleichbedeutend mit der Funktionenkongrnenz
(5') 1/J(t) = 0 (modd. p, P(t»
ist (K. § 7). Hieraus folgt einerseits, daß die Primfunktion P (t),
deren Grad wir mit f bezeichnen wollen, durch die Zahl (J, für
welche die Kongruenz (3) gelten soll, vollständig bestimmt ist (mod. p);
man würde auch - was aber hier kein weiteres Interesse hat -
leicht finden, daß allen und nur denjenigen Zahlen, welche mit einer
der / inkongruenten Zahlen
8, 01', f}pl • • .. (jrl-t
nach .p kongruent sind, dieselbe Primfunktion P (t) entspricht, und
daß f ein Divisor vom Grade des Primideals lJ ist. Andererseits
ergibt sich aU8 der Äquivalenz von (5) und (5'), daß zwei ganze
Zahlen Ton der Form .,pt (6), 1/11 (6) stets und nur dann nach lJ kon-
gruent sind, wenn die Funktionen 11'1(t), 1/11 (') nach dem Doppelmodul
p, P(t) kongruent sind, und da pr die genane Anzahl aller nach
diesem Doppelmodul inkongruenten Funktionen ..."(t) ist (K. § 8), 80
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ist pi zugleich die Anzahl aller nach .p inkongruenten Zahlen von
der Form 1/1 (8~
Ist daher die Zahl (J die Wurzel einer irreduktibelen Gleichung
nten Grades F (0) == 0, ist also die entsprechende Zahl 0* = F' (0)
von Null verschieden, 80 wird, wenn wir wieder die durch 8 erzeugte
reguläre Ordnung
(6). [1, 8, (Ji ••• On-t] = n
setzen,
(7) (n, lJ) = pt.
Unter dieser Voraussetzung gilt nun, wenn wir zur Abkürzung
(8) P(O) = Q
setzen und mit r den Führer der Ordnung n bezeichnen, der folgende
wichtige Satz:
Die erforderlichen und hinreichenden Bedingungen
dafür, daß f nicht durch lJ teilbar ist, bestehen darin,
erstens, daß f auch der Grad von ~, also
(9) N (l') = pt,
und zweitens, daß .p der größte gemeinschaftliche Teiler
von op und 0 (J ist.
In der Tat, wenn! nicht durch l.l teilbar ist, BO ist 0 der
größte gemeinschaftliche Teiler dieser beiden Ideale und folglich
auch derjenige von n und p, weil f durch n, und n durch 0 teilbar
ist; hieraus folgt nach einem schon oft benutzten Satze (z. § 165,
S.484)
(n,l') = (0, ,) = N (lJ),
woraus sieh mit Rücksicht auf (7) diezu beweisende Gleichung (9)
ergibt Ferner leuchtet ein, daß der größte gemeinschaftliche Teiler e
der Ideale 0 p, 0 () jedenfalls teilbar durch , ist, weil zofolge (3) und
(8) auch (I durch l' teilbar ist; daß aber wirklich e = l' ist, ergibt
sich auf folgende Weise. Da f" nicht durch tJl teilbar ist, 80 gibt
es in !, eine durch tJ' nicht teilbare Zahl, welche gewiß von der
Form l' (8) ist, weil r, durch !, also auch durch 1t teilbar ist; da
nun ~ (8) durch 1tJ, mithin auch durch, teilbar ist, so ist zufolge (5')
t/J (,) =P (I) .1 (t) (mod. p),
.. (8) =~ 1/11 (8) (mod. p),
i
I
Dedeki'Od t ae.ame1te Werke, I. 25
aus welcher
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woraus sich ergibt, daß die Zahlen p, ~ nicht beide durch 112 teilbar
sein können, weil 1/J (8) nicht durch l'2 teilbar ist; mithin kann auch
e nicht durch ~I teilbar sein. Ist ferner q irgend ein von l' verschie...
denes, in p aufgehendes Primideal, so gibt es in dem Ideal fq, weil
es nicht durch .p teilbar ist, eine durch " nicht teilbare Zahl, welche
wieder von der Form 1P (8) ist, weil fq durch f, also auch durch n
teilbar ist; da tP (8) nicht durch ll, also tP (t) nicht durch P (t) teil-
bar ist (mod. p), 80 gilt die Kongruenz (4), aus welcher, weil p und
die in !q enthaltene Zahl tP (8) durch q teilbar sind, die Kongruenz
q "",(8) = 1 (mod, q)
folgt; mithin kann ~ nicht durch q, also e nicht durch lJ q teilbar
sein. Hieraus folgt offenbar, daß das in 'P aufgebende Ideal e == .p
ist, womit der erste Teil unseres Satzes bewiesen ist.
Wir wenden uns jetzt zu dem bei weitem schwierigeren zweiten
Teile: Wenn erstens der Grad f der Primfunktion P (t) zu-
gleich der Grad des Primideals l', und wenn zweitens p der
größte gemeinschaftliche 'I'eiler von op und o~ ist, so haben
wir zu zeigen, daß I nicht durch \l teilbar ist. Wir bezeichnen
mit " die höchste in p aufgehende Potenz von p und setzen
(10) op = alle,
wo (l ein durch tJ moai teilbares Ideal bedeutet, und wir wollen auf
Grund unserer zwei ten Annahme znnäohst beweisen, daß die Zahlen-
kongruenz
(11) .(8) =0 (mod. "~)
mit der Funktionenkongruenz
(11') 1/1(t) =0 (model. p, P{t,)
durchaus gleichbedeutend ist; in der Tat leuchtet - anmittelbar ein,
daß (11) eine Folge von (11') ist; findet aber (lI) nicht statt, so
ist der größte gemeinschaftliche Teiler, welchen .",(t} und P(,>, -nach
dem Modul p besitzen, von der Form P (tr, wo r <e ist, und es gilt
bekanntlich (I(. § 4) eine Kongruenz 'Von der "Form
11 (t) 1/11 (t) + P(t'f 111 (t) =P(t'f (mod, p),
11(0)1/11(8) =." (mod. ~)
folgt; im Falle e = 1 "(der eigentlich sehen oben in (5) und (5')
erledigt ist) maß r = 0 sein, und folglich kann auch (11) nich,t
stattfinden; ist aber e > 1, alsopWlbar ·aurch 4J', 80 ist zufo1«e
also
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unserer zweiten Annahme ~ nicht teilbar durch ~I, mithin ist 0 lJ" die
höchste in f}r aufgehende Potenz von " also ~r nicht teilbar durch pt,
und folglich kann auch in diesem Falle die Kongruenz (11) nich t
stattfinden, was zu zeigen war. Aus dieser Äquivalenz zwischen (11)
und (11') folgt unmittelbar, daß die Anzahl der nach lJt inkon-
gruenten Zahlen von der Form 11'(8) zugleich die Anzahl der nach
dem Doppelmodul 'P, P (t)e inkongruenten Funktionen 1/1 (t) ist, also .
(K. § 8)
(n,llt) = pt/.
Verbinden wir hiermit unsere erste Annahme (9), so ergibt sich
(12) (n,l't) == N (l't) === (0, ~t),
woraus wir schließen, daß 0 der größte gemeinschaftliche Teiler
von n und l't: ist, und daß alle Zahlklassen in bezug auf llt auch
durch Zahlen der Ordnung n repräsentiert werden können; ist daher
co eine beliebige Zahl in 0, 80 gibt es immer eine Zahl 11 in n,
welche der Bedingung
(13) co = v (mod. l")
genügt. Wir ersetzen nun die Kongruenz (1) durch die folgende:
(14) F (t) =A (t) P (t)'" (mod. p),
wo A (t) nach dem Modul p nicht durch P (t) teilbar, also m > 1
ist; dann ist zufolge (5) und (5') die in On enthaltene Zahl
(15) a = A (6)
nicht teilbar durch l'; da ferner F{fJ) = 0, mithin
(16) tt~·=0 (mod. ap')
ist, so folgt °
(17) ce =0 (mod. a),
weil nach unserer zweiten Annahme f relative Primzahl zu G ist.
Multipliziert man daher die Kongruenz (13) mit a, 80 erhält man
CD" ="," (mod. p),
(ODe = "CI + "CD1,
wo cot eine ganze Zahl; da aber" und er, mithin auch "CI in der
Ordnung n enthalten ist, 80 folgt hieraus
(18) GJCI == pGlt (mod. 11}
Auf diese Weise kann man sus einer beliebig gewählten pmen
Zahl IJ eine Kette ...on g&DSBD Zahlen IJ, ~, CD. • •• bilden, indem man
25-
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immer «to; _ pm"+l (mod. n) setzt; da nun jede auf den Modul n
bezügliche Kongruenz mit jeder in n enthaltenen Zahl, also mit p
und u multipliziert werden darf, weil n eine Ordnung ist, so ergibt
sich allgemein, daß
(19) mat = IDrpr (mod, n)
ist. Da nun (J die Wurzel einer irreduktibelen Gleichung nten
Grades ist, 80 kann ihr Index Tc nicht verschwinden, und folglich
kann man
(20) k == (o.n) = hptJ
setzen, wo 11, eine durch p nicht teilbare ganze rationale Zahl be-
deutet; setzen wir daher
(21) x == 1«"
80 ist x nich t teilbar durch l>, und da das Hauptideal 0 k durch n
teilbar ist, 80 folgt aus (19) und (20)
(22) wx = lem, =0 (mod, n).
Mithin wird jede ganze Zahl m durch Multiplikation mit" in eine
Zahl der Ordnung n verwandelt, d. h, das durch lJ nicht teilbare
Ideal 0" ist teilbar durch n; da nun der Führer f einer Ordnung n
in jedem durch n teilbaren Ideal aufgeht (§ 7), so ist r n ich t
teilbar durch lJ, w. z. b, w.
§ 12.
Nachdem soeben die Bedingungen genau festgestellt sind, unter
welchen der Führer einer regulären Ordnung durch ein gegebenes
Primideal nicht teilbar ist, wollen wir beweisen, daß diese Bedin-
gungen stets erfüllbar sind, d. h, daß folgender Satz besteht:
Ist lJ ein gegebenes Primideal, so gibt es immer eine
reguläre Ordnung n, deren Führer f durch V nicht teilbar ist.
In der Tat, wenn p die durch l' teilbare rationale Primzahl,
und f der Grad von .p, also
N(:p) == pi
ist, so wählen wir (wie in § 5, 5. oder in G. § 4) nach Belieben
eine Funktion P(t) von demselben Grade t. welche eine Primfunktion
in bezug auf den Modul 'P ist, und unterwerfen die zu suchende
Zahl 8, welche die reguläre Ordnung n erzeugen soll, zonächst der
Bedingung
p (0) =0 (mod, ,),
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welche Kongruenz bekanntlich immer f Wurzeln besitzt. Für den
Fall, daß 11 durch V2 teilbar ist, stellen wir ferner an (J die Forderung,
daß P (0) nicht durch 112 teilbar ist, was sich ebenfalls erreichen
läßt, weil die Derivierte P' (t) in bezug auf p relative Primfunktion
zu. P (t) ist (G. § 4). Ist ferner q irgend ein von ~ verschiedenes, in p
aufgehendes Primideal, so gibt es jedenfalls Zahlen ,.", für welche
P(,.,,) n i c h t durch q teilbar ist; denn wenn etwa die rationale
Zahl P (0) durch q und folglich auch durch p teilbar ist, was nur
dann geschieht, wenn pet) =t (mod. p), 80 ist P(l) nicht teilbar
durch q, mithin ist mindestens eine der beiden Zahlen 0, 1 eine
solche Zahl p,. Wählt man nun die Zahl (J so, daß sie in bezug
auf jedes Primideal q einer entsprechenden solchen Zahl l' kongruent
wird, welche Bedingungen bekanntlich untereinander und auch mit
der früheren, auf .p oder pi bezüglichen verträglich sind, 80 wird
offenbar l.l der größte gemeinschaftliche Teiler von p und P(8), und
dies bleibt auch bestehen, wenn fJ durch irgend eine andere Zahl
derselben Zahlklasse (mod. p) ersetzt wird. Die heiden in dem Satze
des vorigen Paragraphen aufgestellten charakteristischen Bedingungen
sind dann immer erfüllt, und wir haben daher nur noch zu zeigen,
daß aus einer solchen Zahlklasse. welche den bisherigen Bedingungen
genügt, die Zahl (J immer so ausgewählt werden kann, daß die ab..
geleitete Zahl 0* nicht versehwindet, daß also 0 die Wurzel einer
irreduktibelen Gleichung n t ell Grades wird und folglich eine wirk-
liche Ordnung n erzeugt, welche dann unfehlbar die verlangte Eigen..
schaft besitzen muß. Hierzu gelangt man leicht auf folgende Weise.
Da jeder Körper fl,ten Grades a gewiß Zahlen enthält, die einer ir-
reduktibelen Gleichung nten Grades genügen *), so gibt es unter ihnen
auch ganze Zahlen, und es sei m eine solche; setzen wir wieder fest (wie
in § 1), daß die Permutation tp(l) alle Zahlen ungeändert läßt, so ist
6)* = (m - GJ(2» (CD - CD(3» • • • (m - CD("»
und ebenso
8* == (0 - (J(2» (0 - 8(8») ••• (8 - 8(ft,)~
Ist nun i eine bestimmte Zahl, welche allen der Zahl fJ oben
auferlegten Kongruenzbed.ingungen genügt, und setzt man
fI = i + pXtD,
*) Dies liegt entweder schon in der De f i D i t ion von SJ (Z. S. 464, 469), oder
es wird leicht bewiesen, falls diese Definition durch eine andere ersetzt wird
(zweite Auflap der Zahlentheorie, S. 425. 427).
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wo x eine willkürliche ganze rationale Zahl bedeutet, BO genügt auch
diese Zahl (J denselben Bedingungen; da ferner m* von Null ver-
schieden ist, so gilt dasselbe von den (17, - 1) Differenzen m- m(1"),
wo r die Werte 2, 3 ... n durchläuft, und man kann folglich die
Zahl x immer so wählen, daß keine der Differenzen
o~ 8<1") == (~ - ~(,.») + p x (CD - m{r»)
verschwindet, mithin auch deren Produkt 8* von Null verschieden
wird, w. z, b. w.
Dem Beweise des Satzes wollen wir, um etwaigen Mißverständ-
nissen vorzubeugen, noch folgende Bemerkung hinzufügen. Wenn
ein Primideal l' gegeben ist, so kann man, wie eben bewiesen ist,
immer eine reguläre Ordnung konstruieren, deren Führer durch .p
nicht teilbar ist. Sind aber zwei verschiedene Primideale fI, q ge-
geben, so kann schon der Fall eintreten, daß jeder Führer einer
regulären Ordnung durch mindestens eins der Ideale l', q teilbar ist.
Ein einfaches Beispiel hierfür liefen der in der früheren Abhandlung.
(G. § 5) betrachtete kubische Körper St, dessen Grundzahl D = - 50~
ist *); es ist dort gezeigt, daß der Index lc einer jeden ganzen Zahl (J
eine gerade Zahl, und daß 0(2) = ubc ist, wo B, &, c voneinander
venchiedene Primideale ersten Grades bedeuten; und dies reicht hin,
um unsere Behauptung mit Zuziehung der jetzigen allgemeinen Theorie
zu rechtfertigen. Ist nämlich (J eine bestimmte Zahl und 2' die
höchste in ihrem Index j: aufgehende Potenz von 2, 80 ist 8 > 0,
und wenn man mit aO, lJb, ce die höchsten Potenzen von Q, b, c be-
zeichnet, welche in dem entsprechenden Ordnungsführer raufgehen,
so sind die Exponenten. a, b, e alle ~ 8, weil k immer durch r
teilbar ist; da ferner N (a) == N (6) == N (c) = 2 und N (f) = 1t'
ist (§ 9, (16», so ist 2a +b + e die höchste in 1c' aufgehende Potenz von
2, folglich a + b +e = 2 8; mithin kann von den drei Exponenten
a, b, e, weil sie ::s;: 8 sind, höchstens einer = 0 sein, d. h, r ist teilbar
durch mindestens zwei der drei Ideale a, &, c (also auch durch mindestens
eins der heiden Ideale Q, b), Diese theoretischen Vorhersagungen be-
stätigen sichvollständigdurch die wirklicheRechnung,und manfindetz.B.
leicht, daß Cl C, &C, ca (, die Führer der regulären Ordnungen sind, welche
durch die dort mit «, {J, (I + (J bezeichneten Zahlen erzeugt werden.
*) Dall zu dieser Grundzahl nur ein einziger bbischer Körper oder vielmehr
drei konjugierte Körper gehören, hinp mit tieferen·GesetseD aua.m.aeDt 1felehe
den Gegenstand einer anderen Abhudbmg bilde. aollea..
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§ 13.
Der im vorigen Paragraphen bewiesene Satz .kann mit Rücksicht
auf den Satz (11) in § 10 folgendermaßen ausgesprochen werden:
Das Grundideal b ist der größte gemeinschaftliche Teiler
aller Zahlen 0* == F'«(J), welche allen ganzen Zahlen () des I
Körpers entsprechen.
Wir stützen uns nun auf die gewonnenen Resultate, um die
Konstitution des Grundideals b zu erforschen, d, h. um zu untersuchen,
ob und wie oft ein gegebenes Primideal p als Faktor von b auftritt. Zu
diesem Zweck wählen wir die ganze Zahl (J 80, daß der Führer f der
durch sie erzeugten regulären Ordnung n nicht durch lJ teilbar ist,
und behalten alle in den letzten Paragraphen gebrauchten Bezeichnungen
bei. Wir wollen jetzt zeigen, daß die beiden .durch die Gleichung (10)
und die Kongruenz (14) in § 11 definierten Exponenten e und m ein-
ander gleich sind. In der Tat, da die Zahl a nicht durch Vteilbar
ist, 80 folgt aus der dortigen Kongruenz (16)
gm . 0 (mod. ~),
und hieraus zunächst m > e; dies leuchtet unmittelbar ein, wenn
e = 1 ist; wenn aber e> 1, also p durch ",' teilbar ist, so kann,
wie damals bewiesen ist, I} nicht durch lJi teilbar sein, mithin ist .v-
die höchste in ~m aufgebende Potenz von l', woraus unsere Behauptung
folgt. Umgekehrt, da zufolge der dortigen Kongruenz (17) die Zahl a
durch das Ideal Q, ferner ~ durch l.l teilbar ist, 80 kann man zufolge
der dortigen Gleichung (10)
mf!e = pGl
setzen, wo GJ eine ganze Zahl bedeutet; multipliziert man mit der durch
die dortige Gleichung (21) definierten Zahl " == hu!, 80 erhält man
hw + 1 fe = PXOJ;
nun ist damals in (22) gezeigt, daß "GJ in n enthalten, also eine
Zahl von der Form ",(0) ist; die vorstehende Gleichung geht daher,
wenn wir noch De und g durch ihre Ausdrücke A (fJ) und P(8) er-
setzen, in die folgende über:
hA(fJ)'+lP(IJ)' = p.,,(8~
Hieraus folgt wegen der Irreduktibilität der Gleichung 1'(0) = 0
eine Identität von der Form
AA (I)'+ 1 P(ff = p.,(t) +F(t) 111 ('),
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8* == 0 (mod. ~-1)
oder auch
. und da m durch die Kongruenz
F(t) =A(t) p(t)m (mod, p)
definiert war, so erhalten wir
kA(f"+lP(t)t = A(t)1/Jt (t) p (t)m (mod. p)
hA(t)8p(t)e =1jJ](t)p(t)m (mod. p).
Da nun die rationale Zahl h nicht durch p teilbar, und die Funk-
tion A (t) nicht durch die Primfunktion P(t) teilbar ist (mod. p), so
ist p(tr die höchste in der linken Seite aufgehende Potenz von pet),
und da die rechte Seite durch P er teilbar ist, 80 muß nach dem
Fundamentalsatze (K. § 6) in der Theorie der höherer Kongruenzen
e > m sein. Oben haben wir aber schon bewiesen, daß m > eist,
und wir erhalten folglich das Resultat
(1) m = e,
wo e (zufolge § 11, (10) den Exponenten der höchsten in p auf-
gehenden Potenz von l> bedeutet. Zugleich ist also
(2) F(t) =.A(t)p(t)e [mod. p),
d, h, .
F(t) = A(t)P(t)t: - pM (t),
und wir wollen beiläufig bemerken, daß, wenn e > 1 ist, die hier
auftretende Funktion M(t) nach dem Modul p nicht durch P(t)
teilbar sein kann; denn P(O) ist in diesem Falle (zufolge § 11) nicht
teilbar durch t, und folglich ist -lJe die höchste Potenz von l', welche
in der linken Seite der Gleichung
A(8)P(Of = pM(8)
aufgeht, und da pe auch in p aufgeht, so kann M (8) nicht durch"
teilbar sein, woraus unsere Behauptung folgt, welche von Interesse
für die in der früheren Abhandlung (G. § 3) ausgeführte Untersuchung
der Funktion M (I) ist.
Durch Differentiation der Kongruenz (2) ergibt sich nun, wenn
wir zur Abkürzung
(3) B(t) = P(t)A'(t) + eA(t)P'(t)
setzen, die folgende Kongruenz:
(4) F'(t) =B(t)P('Y-l (mad. p),
aus welcher zunächst




folgt. Um aber zu entscheiden, ob .pe~l die höchste in 0*.aufgehende .
Potenz von lJ ist, müssen wir zwei wesentlich verschiedene Fälle
unterscheiden. Ers tens, wenn der Exponent e nich t teilbar
durch p ist, so geht aus (3) hervor, daß die Funktion B(t) nach
dem Modul p nicht durch pet) teilbar ist, weil dasselbe auch von A(t)
und P'(t) gilt; mithin ergibt sich aus (4:), daß F'(t) nach dem Modul p
nicht durch p(t)e teilbar ist, und hieraus folgt nach einem früheren
Satze (§ 11, (11) und (11'»), daß die Zahl F'(8) nicht durch 4Je teilbar
ist; mithin ist in diesem Falle lle-l die höchste in der Zahl 0*
aufgehende Potenz von p, Zweitens, wenn der Exponent e teilbar
durch p ist, so ist die Funktion B(t) offenbar durch P(t), mithin
F'(t) durch p(t)e teilbar (mod, p), woraus sich ergibt, daß in diesem
Falle die Zahl 8* mindestens durch .pe, vielleicht aber auch durch
noch höhere Potenzen von .p teilbar ist.
Da nun der Führer rnicht durch l.l teilbar, und (zufolge § 10, (11))
08* = bf
ist, 80 sind die Ideale 0 0* und b durch gleich hohe Potenzen von l'
teilbar, und somit erhalten wir den folgenden Fnndamentalsatz:
Ist 4J ein beliebiges Primideal, p die durch lJ teilbare
rationale Primzahl, und lJe die höchste in p aufgehende
Potenz von lJ, 80 ist das Grundideal b allemal teilbar durch
lle-l j ist ferner der Exponent e nicht teilbar durch p, so
ist b nicht teilbar durch lJe; ist aber e teilbar durch p, so
ist b teilbar durch lJe und vielleicht durch noch höhere
.Potenzen von V.
§ 14.
Man erkennt leicht, daß der Satz über die Teilbarkeit der Grund-
zahl D durch eine Primzahl p, Ton welchem wir in § 3 einen un-
vollständigen, in den folgenden §§ 4: - 6 aber einen vollständigen
Beweis gegeben haben, jetzt aus der Verbindung des eben gewonnenen
Resultates über das Grundideal b mit dem Satze N(b) = (D) un-
mittelbar hervorgehen muß. In der Tat, wenn die rationale Prim-
zahl 'P durch das Quadrat eines Primideals p teilbar ist, so geht ~
jedenfalls in dem Gnmdideal b auf, dessen Norm (D) mithin durch
N (lJ), also auch durch 'P teilbar ist. Umgekehrt, wenn D, also auch
N (b) durch 'P teilbar ist, so muß nach einem bekannten Satze
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(z. § 174,8.) das Ideal b selbst durch ein in p aufgehendes Primideal lJ
teilbar sein, und folglich muß .pi in p aufgehen, w, z, b. w,
Aber es leuchtet ein, daß wir durch diesen Satz über das Grund-
ideal b eine viel tiefere Grundlage gewonnen haben, insofern derselbe
die Konstitution dieses Ideals und folglich auch diejenige der Grund-
zahl D - von gewissen singulären Fällen abgesehen - gen a u
bestimmt. Ein solcher Ausnahmefall tritt nur dann ein, wenn der
Exponent e der höchsten in p aufgehenden Potenz von p selbst durch
p teilbar ist, und da e niemals größer als der Grad n des Körpers
sein kann, weil die Norm von l'e in pnaufgeht, 80 können von der
in unserem Satze enthaltenen Unbestimmtheit höchstens solche Prim-
zahlen p getroffen werden, die ::; n sind. Diese Unbestimmtheit ist
auch in der Natur der Sache selbst begründet und nicht etwa einem
Mangel in unserer Untersuchung zuzuschreiben; es wird wenigstens
nicht leicht sein, diese Ausnahmefälle doch auf bestimmte einfache
Gesetze zurückzuführen. In der Tat, wenn der Exponent e durch p
teilbar ist, und wenn man mit r den Exponenten der höchsten in b
aufgehenden Potenz von l» bezeichnet, so kann es geschehen, daß
r == e ist, aber es kann auch r > e sein, ja man kann sogar, wenn
irgend ein Vielfaches von e gegeben ist, Fälle nachweisen, in denen
r dieses Vielfache überschreitet. Um die große Mannigfaltigkeit der
hierbei auftretenden Erscheinungen darzutun, wollen wir nur zwei
Beispiele anführen.
Ist a, ein quadratischer Körper, also fI, = 2, und p eine in der
Grundzahl D aufgehende Primzahl, so ist p durch das Quadrat eines
Primideals l' teilbar, und hieraus folgt mit Notwendigkeit, daß
op == pi, e == 2, N Cp) = p, I = 1
ist, weil allgemein die Anzahl der Primideale, deren Produkt == 0 P
ist, niemals größer als der Grad n des Körpers a sein kann. Ist
nun p ungerade, also der Exponent e nicht teilbar durch p, 80 ist
das Grundideal b durch l', aber nicht durch lJl teilbar, und folglich
ist dessen Norm (D) durch p, aber nicht durch pi teilbar. Ist aber
p = 2, also der Exponent e teilbar durch p, 80 ist b mindestens
durch pi, und folglich D mindestens durch " teilbar, und es sind
zwei Fälle möglich: die höchste in b aufgehende Potenz von., ist
= ~ oder = l", je nachdem tD =3 oder _ 2 (mod. 4) ist. In
allen Fällen ist
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tp(m') = a], n == ae],
Wir wollen zweitens den Kreisteilungskörper .Q, betrachten, welcher
aus einer primitiven Wurzel (J der Gleichung (Jm = 1 entspringt, und
dessen Grad n = rp (m) ist. Man findet ohne erhebliche Schwierig-
keit, daß auch in diesem Falle das Gebiet 0 selbst eine reguläre
Ordnung, nämlich
o == [1, (J, 02... (In-I],
und folglich das Grundideal b == 00* ist; die Grundzahl Dergibt
sich (wenn m > 2 ist) aus der Gleicliung
n 1
DIIpP-l == (_l)"i fl mn,
wo das Produktzeichen II sich auf alle in m aufgehenden Primzahlen
p bezieht. Setzt man ferner
m = m'p', cpW) == e,
wo m' nicht teilbar durch p, und bedeutet f den kleinsten positiven
Exponenten, für welchen
pI =1 (mod. m')
ist, 80 ist
und man findet, daß
op == (.ptlll·· ·.par
ist, ~o 1J1 , .pi···.pa voneinander verschiedene Primideale vom Grade /
sind. Diese Zerlegnng gilt für jede Primzahl p, auch wenn sie in m
nicht aufgeht und folglich durch kein Primideal-Quadrat teilbar ist
(8 == 0, e = 1); uns interessiert aber nur der entgegengesetzte Fall
8 > 0, und dann ist
0(1 - (jm') = lJ1 .ps•••Pa.
Bezeichnen wir mit p irgend eins dieserPrimideale, so hat die höchste
in p aufgehende Potenz von " den Exponenten
e == (p-l)p'-l;
bezeichnet man ferner mit r den Exponenten der höchsten in dem
Grundideal b· aufgehenden Potenz von V, so ist
b = Q (1- (JM')r,
wo Q relatives Primideal zn 'P ist und
r = 8e __e_ = (8(p-l)-1)p'-1.
p-l
Der Exponent e ist nur dann nicht durch p teilbar, und zwar = 'P - 1,
wenn B = 1, also fII nicht teilbar durch pi ist, und zugleich ist der
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Exponent r == e - 1 == P - 2; ist aber m teilbar durch pi, also
8 > 2, so ist e teilbar durch p, und zugleich r > e, ausgenommen
den ·Fall p = 2, 8 == 2, in welchem r == e ==- 2 ist.
Da man m so wählen kann, daß 8 beliebig groß ist, so wird
hierdurch unsere obige Behauptung gerechtfertigt, daß es Beispiele
gibt, in welchen der Exponent r ein beliebiges, gegebenes Vielfaches
(8-l)e des Exponenten e überschreitet. Achtet man aber zugleich
auf die höchste in e selbst aufgehende Potenz von p (welche in un-
serem Beispiele == 1"-1 ist), so scheint es allerdings, als ob sich
eine obere Grenze für r angeben lasse, und vielleicht gilt für beliebige
Körper der Satz, daß stets r < 8 e ist, wenn 8 - 1 der Exponent der
höchsten in e aufgehenden Potenz von p ist. Indessen wage ich hier-
über keine Vermutung zu äußern, nachdem einige flüchtige Versuche,
zu einem Beweise zu gelangen, mir mißglückt sind.
Erläuterungen zur vorstehenden Abhandlung.
In dieser klassisch gewordenen Abhandlung gibt D e d ekin d zum ersten Male
die Grundlage der allgemeinen Verzweigungstheorie in algebraischen Körpern; die
große Tragweite der rein arithmetischen Methoden von D e d e kin d tritt bei der
Behandlung dieser Probleme besonders klar hervor.
Die Verzweigungstheorie in der Kroneckerschen Formentheorle (Journ. f.
:M:ath., Bd.92, S.1-122 (1882» ist von Hensel (ebenda, Bd. 113, S. 61-83
(1894» entwickelt worden; unter Anwendung einer etwas anderen Definition der
Differente b (=:- Grondideal von De dekind) erhält man hierin einen einfachen
Beweis des ersten D ed ek j nd sehen Hauptsatzes
1) IDI == N(b).
In der HenseJschen Theorie der p-adischen Zahlen (Hensel, Theorie der al-
gebraischen Zahlen I, Leipzig 1908) werden außer der Kroneekerschen Theorie
auch noch arithmetische ~ethoden angewandt, welche prinzipiell mit den Dede-
kin d sehen eine gewisse Ahnlichkeit zeigen.
Weitere Beweise von (1) und dem zweiten Dedekindschen Hauptsatze
f' (8) =: f· b (f == Führer)
findet man bei Hilbert (Jahresber. d, Deutsch. Math. Vereinigung, Bd. 4 (1894»,
Landsberg (Gätt. Nachr. 1897, S.277-303), Bauer (Acta litt. ae, seient.. reg.
univ. Hungarieae, Bd. 1, S. 195-198 (1923), Math. Zeitsehr., Bd. 16, S. 1-12
(1928»). Eine besonders einfache Beweisanordnung gibt Hecke (Vorlesungen über
die Theorie der algebraischen zahlen, § 36, Leipsig 1923).
Auf die in der Einleitung versprochenen Behandlung der Verzweigungstheorie
in Relativkörpern, ist Dedekind nicht zurückgekommen. Die wichtigsten Resultate
auf diesem Gebiete verdankt man Hilbert (1. e, Kap. V). Die eben erwihnte
Hethode von He ek e lißt sich auch umnittelbar auf Belativklirper verallgemeinem
(Hecke, I. e, § 38).
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Eine Übertragung des Dedekindschen Diskriminantensatzes auf Ringe (Ord-
nungen) in (endlichen) algebraischen Körpern gab E. Noether (Journ. f. Math.,
Bd, 157, S.82-104 (1927»; für die Verzweigungstheorie in Ringen vgJ. die in
dieser Abhandlung angegebene Literatur.
In der Fußnote am Ende des § 7 gibt De d e kin d die notwendige und hin-
reichende Bedingung dafür, daß ein Ideal Führer eines Ringes (Ordnung) ist.
Fnrtwängler (Sitzungsber. Wien, Abt. IIa, Bd.128, S.239-245 (1920» hat,
wahrscheinlich ohne die De dekindsche Fußnote bemerkt zu haben, ein weiteres
Kriterium angegeben, das aber, wie man leicht sieht, mit dem Dedekindschen
äquivalent ist (vgl. auch Referat in den Fortschritten d, Math., Bd. 47, S. 146). Die
Eigenschaften der Führer der regulären Ringe
n = [1, 8, .... , on-t]
sind von Or e (Math. Ann., Bd.. 96, S. 313-352 (1926») studiert worden.
In seiner SchluBbemerkung spricht Dedekin d die Vermutung aus, daß im
singulären Falle, wenn die Ordnungszahl e eines Primideals l' genau durch p', • ~ 1
teilbar ist, die Differente genau durch eine Potenz "x teilbar wird, wo
(2) e~"«B+l)e
gilt. Diese Vermutung wurde zuerst von Hensel (Gätt. Naehr. 1897, S.247-253,
lIatb. Ann., Bd.55, S.301-336 (1902» bewiesen. Weitere Beweise gaben Bauer
(Math. Ann., Bd. S3, S.74-76 (1921» und Ore (Math. Ann., Bd. 96, S. 313-352
(1926». Ore (1. e.) hat auch gezeigt, daß zwischen den beiden Grenzen in (2) gewisse
Ausnabmewerte vorkommen, welche " nie annehmen kann, während alle übrigen,
nach (2) möglichen Werte von " auch in passend gewählten Körpern realisiert
werden können. (Spezialfälle in den obenerwäbnten Arbeiten von Bauer.) Hier-
aus folgt weiter für ein gegebenes ft. und 'P die genaue obere Grenze für die
höchste Potenz von p, welche in der Diskriminante eines Körpers n -ten Grades
vorkommen kann. Auch hier sind alle möglichen Exponenten bestimmbar. (Spezial-
fall bei S t i e k elbe r ge r (Intern. Math. Kongreß, Zürich 1897, S. 182-193).)
Die Verallgemeinerung der Dedekind-Henselschen Ungleichung (2) auf Relativ-
körper gab Ore (Math. Ann., Bd.97, S.569-598 (1927».
Für die Körperdiskriminante besteht der bekannte Sau von Mi n k 0 ws k i :
ID I > 1 (Verb. d. Naturf.. zu Bremen 1890, Geometrie der Zahlen 1896; weitere
Literatur vgl. Dickson, MitehelI, Vandiver, Wahlin, Algebraic numbers § 29.
Bulletin of the National Research Oonncil, VoL 5, Bo.28 (1923» ..
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